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Neue „merkwürdige Punkte des Dreieckes". 



Die nachstehenden Sätze beziehen sich ausschliessHch auf zwei Drei- 
ecke , von denen das zweite die Mittelpunkte der den Seiten des ersteren 
Dreieckes anbeschriebenen Kreise zu Eckpunkten hat. Die Eechnung ist 
mittels trimetrischer Koordinaten geführt, und wurde „Salmon George, Ana- 
lytische Geometrie der Kegelschnitte, frei bearbeitet von Dr. W. Medier", 
benützt. 

Dem Verfasser sind die folgenden Sätze, soweit er in der einschlägigen 
Literatur Umschau halten konnte, nirgends begegnet, und dürften dieselben 
sohin — wenigstens in ihrer weitaus überwiegenden Mehrzahl — als „neue" 
bezeichnet werden. 

I. 

1. Die Geraden, welche die Mittelpunkte der den Seiten 
eines Dreieckes anbeschriebenen Kreise, mit den Punkten 
verbinden, in welchen der dem Dreiecke eingeschriebene 
Kreis die Seiten berührt, gehen durch einen Punkt. 

Das Fundamentaldreieck sei A^ Ag A3 , die Mittelpunkte der den Seiten 
desselben anbeschriebenen Kreise seien E^ Eg E3 , der Mittelpunkt des einge- 
schriebenen Kreises E^. Bezeichnet man die Eadien der Kreise E^ Eg E3 be- 
züglich mit r^ Tg rg , so sind die Koordinaten der Mittelpunkte dieser Kreise, 
bezogen auf das Fundamentaldreieck A^ Ag A3 

1*1 h —1-3. 

Die Punkte, in welchen der dem Dreiecke eingeschriebene Kreis die 
Seiten AgAg, A3A1, A^A^ berührt, seien (Fig. 1) Eq So T^. Die Koordinaten 

dieser Punkte 'sind 

2roCos2|A3 gr^cos^^Ag 

2roCos2|A3 2rQGos%A^ 

2roCos^^A2 2TqCos%A^ , 

wo r^ den Eadius des eingeschriebenen Kreises bezeichnet. 



Als Gleichung der Geraden E^E^j hat man nun 



oder 



Xi 


-^1 


u 




^2 


^1 


2roeos^-|-A3 


X3 


^1 


2roeos^|A2 


Xi 


— 1 







^2 


1 


cos ^1 A3 




X3 


1 


cos ^1 A3 





= 



= Xi (cos^lAg — cos^l^Ag) + XgCos^lAg — XgCos^l A3 =- 0. 
Ebenso findet man 
EgSo ^ — x^cos^l^Ai + Xg (cos2|A3 — cos^^A^) + X3Cos^^A3 =0, 
E3T0 =^ x^eos^lAi — XgCos^^Ag + Xg (cos^^-Ai — cos^^-Aa) = 0. 
Diese drei Geraden gehen durch einen Punkt, wenn die Determinante 
der Koefficienten der Unbekannten gleich Null ist. Diese Determinante ist nun 
cos^-JAg — cos ^1 A3 cos^-^Ag cos^-JAg 

— cos^-J-Ai cos ^-J- A3 — cos^lAjL — cos ^1 A3 



cos^^Aj 



cos^lAg 



cos^-jA^ 



cos^lAg 



cos^^Ag — cos ^1 A3 

— cos ^^ A3 — cos^^Ai 



cos'^4A 



Y-^2 







cos^lA, 



== 2 [cos^^Ag cos^lAg cos^|-Ai — cos^^Ai cos^^Ag cos^^-Ag] = 0. 
Es gehen mithin durch einen Punkt 

E2S0 
E3T0, 
dieser Punkt möge mit 31 bezeichnet werden. 

2. Der Punkt 21 liegt mit den Mittelpunkten der dem 
Pundamentaldreiecke ein- und umgeschriebenen Kreise auf 
einer Geraden. 

Sind die Gleichungen zweier Geraden in der Form gegeben 
a^Xi + agX^ + a3X3 = 0, 
a>i + a'gXg + a'gXg -= 0, 
so werden durch die Koordinaten des Schnittpunktes derselben ausgedrückt 
durch 



E 
M 
E 
M 
E 



(asa^i — a'gaj) 
(a^^a 2 — a x^2)> 



wo '^. den doppelten Flächeninhalt des Fundamentaldreieckes mit den Seiten 
Sj Sjj S3 bedeutet, und 



E — 



^2 
8/ o 



sinÄ. 



sinAi 



sinAg 

^2 

a' 



sinAa 



ist. 



Aus den GleichuBgen für E^Bq und EgSo findet man nun für die Koor- 
dinaten des Punktes 21 die Werte 

aga'g — a'^a,} = cob'^^^Ao (-- cos^^-Aj + cos^^-Ag + cos^^-Ag) 
aga'i — a'3ai -^ cos^^A^ (cos^lAg — cos^iAg + cos ^J A3) 
a^a'g — a'^ag e£ee cos^IA. (cos^-IA-^ + cos^^Ag + cos^^-Ag), 
oder — wobei der konstante Faktor 2;Cos^^-A,> weggelassen ist — - 

sin-J- A;^ cos-Jjig cos I Ag 
cos|-A, sin^-AgCoslAg 
cos|- Aj cos| A2 sin| A3 . 

Das E in obiger Formel hat den Ausdruck 
sinA, sinAg 

os^l-Ag cos^^Ay 

— cos ^1 Aj cos ^^ A3 — cos %A. 

' sinAo ~ sinA. 



Ei 



sinAo 



cos^lA. 



Y^2 



sinAg 

cos ^1 A3 
cos^l-Ag 



sinAo 



sinAo 



sinAj 



2C08^|A2 

2cos2i Ai 



2sin^A2Cos|-A2 
cos'^iAg 



sin^ Ai sin| Ag cos| A3 
cos^^Ag 
— cos^|-A2 



cos ^1 A3 — cos^l-Aj 

sinl-AgCOs^Ai sin-^Ag 



cos ^1 A3 



asin^AgCosl-Ag 
—- cos2|A3 
cos ^1 A3 

sin^A3sin|-Ai cos-J-Ag 
— cos 2^ A3 




~^"A~ ^^^^^^3 [sin|AiSin|A2Cos^A3Cos^|-A3 -f-sinlAiCosjAgSinlAgCos^lAa 
^ + sinlAgCosl^AiSinl^AgCos^l^Ai] 



sinAc 



COS2IA3COSIA-1COSI-A2COSIA3 (1 — 2 sin^AiSin|A2sin| A3). 



Die Koordinaten von E^ und M — dem Mittelpunkte des umgeschrie- 
benen Kreises -— sind bezügüch 

1 und cosA^ 
1 cosAg 

1 cos A3. 

31, Eq und M liegen auf einer Geraden, wenn 
sin^AiCos^A2Cos|A3 coslAiSinlAgCoslAg cos^A^cos^AgSinlAg 
1 1 " 1 

cosAj cosAg cosAg 

gleich Null ist. Dies ist aber der Fall, denn wenn man die dritte Vertikal- 
reihe von der ersten und zweiten Kolonne subtrahirt und den gemeinschaft- 
lichen Faktor heraushebt, so kommt 



= 0. 



4 

3. Der Punkt 31 liegt auf einer Geraden mit dem Schwer- 
punkte (S) des Pundamentaldreieckes und mit dem Punkt (F), 
in welchem sich die Verbindungslinien der Punkte E, Eg E3 
mit den Halbierungspunkten der Seiten AgAg A3A1 A^Ag 
schneiden. 

Die Koordinaten der Halbirungspunkte der Seiten des Fundamental- 
dreieckes, welche mit 0,, Og, O3 bezeichnet werden, sind 

sinAg sinAg 

sinAg sinAj 

sinA^ sinAi 

Und man hat 

'E^G^ ^ Xj (sinAg — sin A3) + XgSinAg — X3 sin A3 = 
E2O2 ^ — x^sinA^ •+ X2 (sin A3 — sinAj) + XgSinAg == 
E3O3 ^ XjSinAi 4- XaSinAg + Xg (sinA^ — sinAg) = 0. 
Daraus ergeben sich die Koordinaten des Punktes F, in dem sich die 
Geraden schneiden, nämlich 

sinAg ( — sinAi -4- sinAg -+- sinAg) 
sin A3 (sinA^ — sinAg + sin A3) 
sinAg (sinA, -+- sinAg — sinAg), 
oder — mit Weglassung des gemeinsehaftüchen Faktors 4sinA3 — 

cos-I^Ai sinlAgSin-l-Aa 
sin|Ai cos-JAg sin^-Aa 
sin-|A, sin-l-AgCoslAg . 

Das E in der allgemeinen Koordinaten-Formel hat für den Punkt F 
den Wert 

E' ^ . ^. sinAg sin^-A^ sinlAgSinlAgCos^lAj cos^^AgCos^^Ag . 

Die Koordinaten des Schwerpunktes S sind 

sinAg sinAg 
sinAg sin A^ 
sin Ai sinAg . 
Die Entwicklung der Determinante der Koordinaten von 31, S und F 
gibt Null, mithin hegen diese Punkte auf einer Geraden. 

4, Bez ei chnetM' den Mittelpunkt des durch E, EgEg gehen- 
den Kreises und K den Schnittpunkt von A^Eo AgS^ A3T0, so be- 
steht die Beziehung 

31E0 ^m 

31M' 31F 
Durch den Mittelpunkt des durch E^ Eg E3 gehenden Kreises gehen die 
von diesen Punkten auf AgAg A3A, A^Ag gefällten Senkrechten. Bezeichnet 
man nun die Punkte, in welchen die Kreise Ei Eg E3 die Seiten AgAg A3A1 
AjAj berühren mit (Fig. 1) 



Ej Sj Tg 

Eg S3 T3, 
so gehen also durch M' die Geraden 

E,Ei E^S^ E3T3. 
Die Koordinaten von Ej Sg T3 sind 

2r2sin^|A3 



und es ist 
E1E4 



2rjSin2i-A3 
2riSin2|A2 





2r2sin2|Ai 



2r3sin^|-A3 

2r3sin2^A, 





E2S2 -=r . 
E3T3 E^ 



den 



X, (sin'^-I^Ag — sin^^Ag) H-XjSin^lAj — XgSin^^Ag = 
XjSin^^Ai + Xg (sin^^Ag — sin^^^^Ai) ^-XaSin^^Ag = 
XjSin^lAi — XjjSin^lAj +X3 (sin^lAj — -sin^^A^j^ 0. 
Daraus bestimmt sich der Punkt M' durch 

4sin^J^A3 (1 — 2sin|-Ai cos^Ag cos^Aj ) 
4sin'^|^A3 (1 — 2cos|Ai sin^-Aj cos^Ag ) 
4sin2|A3 (1— 2eos|AiCos|A2sin|As). 
Das E in der allgemeinen Formel — es möge mit E, bezeichnet wer- 
- hat den Wert 

s 

^ sin'^^Ag sinAj sinAg sin A3 . 



' sinAg 

Bezeichnet man die Koordinaten von 21 (Nr. 2), Kürze halber, mit 

m n p, 

1— 2ni 1— 2n 1— 2p, 



so sind jene von M' 
Man hat nun 






In diesen Formeln ist 
!•« = 



M 



^-cos|A, cosiA^coslAa 



//= 



1 

— COSA3 

— cosA, 
ni 

1 
Für z/, hat man einen analogen Ausdruck 
scheinlich gleich J. 

Nach Einsetzung der Werthe für E und E, ergibt sich 



• cosA, 

i 
cosA, 

n 

1 



■ eosAj 

■ cosA, 

1 



P 
1 



ra 
n 

P 
P 




1 
1 
1 





Derselbe ist aber augen- 



2tE, 



\ = 2sin|A,sin|AjSiü^A3. 



Der Punkt K hat die Koordinaten 

cos^-l-AjCos^-l-Ag 
cos^lAgCos^lAi 
cos^lAjCos^l-A^. 
Der gemeinschaftliche Nenner derselben — er heisse Rg — ist 

Eg ^ -v-^ cos ^1 Aj cos ^1^ Ag cos %A^ . 

um das Verhältnis von 31K und 9IF zu bilden, hat man 

21K _ m 318 

iF ~" 318 • 3iP 
S — der Schwerpunkt des Fandamentaldreieckes — wird bestimmt 



durch 

sin. 
ete, 



sinAgSinAg 



und 

Rg E^ - -. ^r~ , sin A, sin A2 sin A3 



sinAj, 
Es ist nun 

«-e#)>l-iA.)'(|)".., 

»-=(i§^)"(.|cos.,A.)'(|)'... 

Ji und z/3 werden in analoger Weise gebildet wie oben. Es ist aber 

wie man ersieht, wenn man die Koordinatenwerte für 31 von jenen für K sub- 
trahirt. Demnach folgt 

31K E3 6sin^Ai sin^Ag sinjAg 

318 "^ 4E, ^ cös2'^AiCos2|-A2Cos2i-A3. 

Ferner ist — den Wert von E' siehe in Nr. 3 — 

5tF^ = (Wf(2|cos^iA3)V|mA3)' 

X (cos^A, cos-|A2Cos^A3)^(sin^AiSin-|-A2siniA3)^z/4, 

«■=(5tl')>|e.s.lA.)'(«) 

X (cos^ Ai cosl Aj cos| A3 ) ^(sin Aj sin A^ sin A3 ) ^z/5 . 
In //^ un'd J5 scheinen, bezüghch, die Koordinaten auf 
tan^Aj cotfAj 
etc. 
und . 

tan-|A, 



sinAi 

Subtrahirt man im J^ die Glieder der vorletzten Eeihe von denen der 
letzten, so ergibt sich, dass 



Indem man die Werte von E' und E3 einsetzt und reduzirt, findet man 

21F ~~ 3 

Demnach ist 

21K 5IK m ^ , . . .. ^ .. 
CF^tS • 2tf = 2smiAiSmiA,smiA3. 

Oder da auch 

9IF 

iE' "^ 2sin^A, sin^Aj sin| A3 , 

2IE0 _ 31K 
tM' ~~ 31F 

5. Die Geraden SlEi 21E2 2IE3 werden von den Seiten des 
Fundamentaldreieckes AgAg A3A, A^Ag in demselben Verhält- 
nisse geschnitten, so dass also 

EqEi S0E2 T0E3. 

Die Eadien der Berührungskreise E^ E^ E3 haben die Werte 
_ M ^ M 



- ( — sin Ai + sin Aj + sin A3 ) ~.-~|-_ cos^ Aj sin^A sin| A3 



sin A3 ^ 1 ' 21 3.. s>mks 

^ _ M 

^^ ~~ U 

-.— ~ • sinlAjCosjAgSinl^Aj 
smAg 

Tg =« etc. 

Demnach ist 

r, : r^ : rg = tan| A^ : tan| A^ : tan^Ag , 

Die von dem Punkte 3t auf A^Ag AgA^ A^Ag gefällten Senkrechten — 
die Koordinaten von 21 — verhalten sich aber auch wie 

tanl^A, : tan^Aj, : tan-| A3 . 

Daraus folgt, dass, wenn die Koordinaten von 31 mit x^ x^ X3 bezeichnet 

werden, 

Xj . X2 . Xg == r^ . r^ . rg . 

Es muss also auch 

Xj : r^ = Xg : r^ = Xg : rg 

sein und folglich 

3lEa__3lSo_ _3lTo_ 
EßEi SqE2 T0E3. 



n. 

ß» Verbindet man die Fusspunkte der Höhen des Funda- 
mentaldreieckes mit den Mittelpunkten der äusseren Berüh- 
rungskreise durch Gerade, so schneiden sich diese in einem 
Punkt — H', 

Für die Verbindungslinien der Fusspunkte der Höhen mit den Punkten 
Ej findet man 

EiHj ^ Xj (eosAg — cos A3) + XgCosAg — X3COSA3 == 
EjHj ^ — XiCosAj + X2 (cos A3 — cosA,) +X3COSA2 = 



EoH„ 



XjCosAj — X2COSA2 + X3 (cosA^ — cosAJ =«= 0. 



Die Determinante der Koefiicienten ist Null, mithin gehen diese Geraden 
durch einen Punkt (Fig. 2). 

7. Der Punkt H liegt auf der Geraden 9lEo. 
Die Koordinaten dieses Punktes sind 

C0SA3 { — cosAj -f- cosAg ~f- COS A3) 
u. s. w. 
Oder, wenn der gemeinsame Faktor cosA^ wegbleibt, 

— 1 -h 4sin|^Aj cos^Aj cos^Aa 

— 1 •+• 4cos^Ai sinl^A, cos^Aj 

— 1 + 4cos|Ai cos^ Ag sin^Aa . 
Diese Werte haben den gemeinschafthchen Nenner 



E = - 



sinA 



-cos A3 . cos|-AjCos^AjCos|^A3 (— 1 +4sin|^Ai sin^A^sinl-Aj). 



Ein Vergleich obiger Werte mit den Koordinaten des Punktes 31 über- 
zeugt von der Eichtigkeit des Satzes. 

Es liegen sohin auf einer Geraden die Punkte (Fig. 1) 



H' 21 Eo M und M' 



8. Es schneiden sich in einem Punkt 

E1E3 



vij , <ijj , ^3 



E,Eo 
E2S3 
E3T2 



E^So 
E3T, 



EjE^ 
EgSj 
E,To. 



Die Lage der Punkte E^ S3 % ist bestimmt durch 



Dann ist 





cos^iAj 
cos^^Aj 



COS^^Ag 



^ sin^iA, 



cos^lA^ 

- sin^^Aj 

. 



E,E,^ 



X, 

X, 



1 
1 
1 





cos ^1 A3 
cos^lAg 



= u. s, w. 



Oder 



E.ß, SS XjSin^^A, + x> (sin^Ai + cos^^Ag) + x.cos^lAj = 
EgTg ^^ X, sin^lA, + XpCOS^^-Aa + X3 (sin^^A^ + cos^^Ag) = 0. 

Diese Geraden gehen durch einen Punkt (Fig. 1), denn 
cos^-J-A^ — cos ^1 A3 cos^"| A2 — cos ^^ A3 

sin^^Aj sin^l^Aj H-cos^^Ag cos^^^A^ 



sin^^Ai 



= 2 



sin^^Aj + cos^l^Ag 
- cos ^i A3 

=0. 

sin^^A, 
aus den Gleichungen für E^Sg 



-~ sin %A.i 
cos %Ai 




cos^l-A^ 
cos^lA, 

cos 2 1 A3 sin^^A^ 

■cos^l^Ag 

Die Koordinaten dieses Punktes — 91, 
und E3T2 abgeleitet, sind 

sin^lA, (sin^l-Ai -f-cos^lAj H-cos^lAg) 

— sin^l^Ai (sin^-|A, + cos^^A, — cos^^^Ag) 

— sin^l^Aj (sin^lAi — cos^^-A^ + cos^jAg). 
Oder — ohne den Paktor sin^^A, — 

1 + 2sin|Ai cos| Ag cos|^ A3 

— 1 + 2cos|A, sin^AaCoslAg 

— 1 + 2cos| A, cos-|^ Aj sin^^ A3 . 
Die Koordinaten von R3 So T, sind 

cos ^4^ A3 

cos 2^ A3 

— sin'^-J-Ag cos^^Aj 

Und es ist 

E,R, ^ X, (sin^lA^ + Qo^%k,) + x.sin^lA, + XgCos^^Ag = 
E^So = — XiCos^lAi + X3 (cos^iAg - cos^A, ) + XgCos^lAg == 
E3T, = Xjcos^i A, + x.sin^^A, + X3 (cos^JA, + sin^^A^ = 0. 
Die Determinante ist wieder gleich Null. 

Für die Koordinaten des Schnittpunktes — 21^ — folgt 

— 1 -h 2sin|A, cos^A2COs|^A3 
1 + 2cos|A, sin^AgCosjAa 

— 1 + 2cos|AiCosiA2sin^A3, 
wozu noch der gemeinsame Faktor sin^l^Ag kommt. 

Endlich leitet man aus den Koordinaten von E^ S, Tq 

~~ sin^^Aa cos^lAj 
— sin^iAg cos^iAj 

cos^^A^ cos^^Ai , 

den obigen ähnliche Gleichungen ab für E,E, E,Si E3T0 und findet, dass auch 
diese Geraden durch einen Punkt — %, — gehen , dessen Koordinaten sind 

— 1 + 2sin|A, coslAgCosl^Ag 

— 1 + 2cos| A, sin^A, cos^ A3 

1 4-2cos-|AiCos^A2sin-J-A3. 
Dazu kommt noch der Paktor sin^^A^. 
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9. Es sehneiden sich in einem Punkt — Bi,S25®3 ~"* 

Ej^Bj^ E2^ß2 -^1^3 

EgSi E2S2 E2S3 

Die Koordinaten von E^^ S^ Tj sind 

— sin %A 3 — sin ^| Ag 

sin^l-Ag cös^l^Aj 

sin^fAg cos^lAj , 

jene von Eg Sg Tg 

sin^lAg cos^lAg 

— sin ^1^ A3 ™ sin ^^ A^ 
cos^-^Ag sin^l-Aj , 

endlieh diejenigen für E3 S3 T3 

cos ^1 A3 sin^^Ag 

cos^-J-Ag sin^^A^ 

— sin^^Ag — sin^l-Aj 

Die Gleichungen der fraglichen Geraden haben die Form 
EjEi ^^ x^ (sin^l^Ag — sin ^1 A3) + XgSin^^^Ag — X3 sin ^| A3 = 
E2 Si ^ Xi cos %A^ + Xg (cos %A^ + sin ^^ A3 ) + X3 sin ^ 1 A3 = 
E3T1 ^ x^cos^lAj + XgSin^lAg + X3 (cos^^-A^^ + sin^l^Ag) = 0, 

EjEg =^ Xj (cos^^Ag + sin^l-Ag) + XgCos^^-Aa + XgSin^l-Ag = 
E2S2 ^ — XjSin^l-Ai + Xg (sin^i-Ag — sin^^l-A^) + XgSin^^-Ag = 
E3T2 ^ XjSin^-^Ai + X2COS21-A2 + X3 (cos^iAg + sin^lAi) = 0, 

EjEg ^ Xi (cos^l-Ag + sin^^Ag) + XgSin^^^Ag -f- XgCos^^Ag = 
E2S3 = XiSin^lAi + Xg (sin^^Ai + cos^-jAg) + XgCos^-i A3 = 
E3T3 ^ x^sin^lAi — XgSin^l-Ag + X3 (sin^l^A^ — sin^l^Aä) = 0. 
'Bildet man die Determinante der Koefficienten, indem man die in einer 
Gruppe befindlichen Gleichungen als zusammengehörig betrachtet, so findet 
man dieselben gleich Null. Es gehen also jene Geraden zu je drei durch 
einen Punkt. Diese mögen mit ©^ S2 ®3 bezeichnet werden. 
Die Koordinaten dieser Punkte sind bezüglich 

— 1 + sin-l Ai cos-J- A2 cos| A3 

cos|- Aj sin-| Ag cos^-Ag 
cos|-Ai cos-J-Ag sin^As , 

sin|-Ai COS-I-A2 cosl-Ag 

— l + coslA^sinl-AgCOSlAa 

cos-J-Ai cos^Ag sin| A3 , 

sin^AiCos^AgCos-lAg 
cos-^-A^^sin-JAgCoslAg 

— 1 + cos-J- Ai cos| A2 sin|- A3 . 

Zu diesen Werten treten bezüglich noch die Paktoren — cos^^Ai, 
— cos^l-Ag, — cos^lAg. 
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Als Nenner in den Koordinaten von 33i ©2 SSg treten bezüglich auf die 

Ausdrücke 

4s. 
- — -r-^l-cos^l-A^/cos-J-AiSinl^AgSin^Ag (1 — 2sin|-AiCOS|-A2Cos|-A3), 

4s. 
— "^— cos^lAg. siniAiCosl-AgSin-J-Ag (1 — 2cos|-AiSiniA2Cos|-A3), 

4s 
^f-cos^lAg-sinlAiSinlAgCOslAg (1 --2cos|AiCos|^A2sin-|-A3). 



10. Es gehen durch einen Punkt die Geraden 

Setzt man, der Kürze halber, 

sinl-AiCos^AgCosf A3 =-= a 
cosl-AiSin-l-AaCoslAg = b 
cos|-Ai cos-J-Ag sin-J-Ag = c, 
so stellt sich die Gleichung von 2li®i dar in der Form 

Xi l+2a —14- 
3l,23i^ Xg —14- 2b b 

X3 — H-2c c 

Xi 3 — 1 + a 
X2 — 1 b =0. 

X« — 1 c 

Oder 

2l,Si = x, (c— b)-hx2{3c — l + a)4-X3 (~- 3b + l~-a) = 0. 

In ähnhcher Weise folgt 

%^^ ^ Xi (— 3c + 1 — b) + X2 (a — c) + X3 (3a ^ 1 + b) = 0, 
SlgSJgSX, (3b~-H-c) + X2 (— 3aH-l--c)+X3(b — a)=0. 
Die Determinante der Koefücienten dieser Gleichungen ist 
c — b 3c — l + a — 3b + l— -a 

•3c + l — b a~-"C 3a — l + b 

3b-l-4-c — 3a + l-"-c b~a 

3c — l + a — 3b + l-"a 



c — D 

— c + b 

3b — 1 + c 



— c + b 
4b -1 



— c + b 
4b-l 



c — a 
•3a + l — c 

4c -1 

c — a 
-'4a + l 

c — b 


b — a 



— b+-a 
b — a 

-4b + l 
---b + a 


— 4b + l 

— b + a 
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=^ (b — c)(b — a) (-'4b + 1) + (4b - 1) (c — b) (a- 
Also gehen jene drei Geraden durch einen Punkt. 
In Fig. 1 sind diese Geraden nicht gezeichnet. 



-b) = 0. 



11. Der Durchschnittspunkt der Geraden 2li®i %B.^ 3I3S3 ist 
identisch mit dem Punkt H'. 

Für den Durchschnittspunkt jener Geraden hat man, unter Beibehaltung 
der abkürzenden Bezeichnungen a, b, c in Nr. 10, 
aga'g —- a'2a3 ^?f (— 1 + 4a) (2c + a + b — 1 ) 

= (— 1 + 4siniA, coslAgCosiAg) sin^rAgCos (lA — l-A^), 
h^\ — ^*3^i = (— 1 +4b) (2c4-a + b — 1) 

== (~ 1 + 4cos^Ai sinl^AgCos^Ag) sin^ÄgCos (lAi — iAg), 
a,a'2 — a'iag ^{—i + 4c) (2c + a + b — 1). 

= (— 1 H-4cos|A,cos|A2sin|^^A3)sin|A3Cos(|^Ai — iAg). 
Die Koordinaten von H' sind aber (Nr. 7) 

— 1 + 4sin^A, cos| Ag cos| A3 
etc. 
Diesen Werten sind aber die obigen proportional, oder H' ist eben der 
Schnittpunkt der Geraden %^2' 

12. Es schneiden sich in einem Punkt ■— N'j N'g N'3 — 



%% 


%% 


31.31, 


A2A3 


A3AI 


Ai Ag 


E2E3 


EsEi 


E.E,. 



SljjStj wird dargestellt durch 



%% 



■ 1 + 2sm| A, coslA^cos^ Ag 

1 •+- 2cos|^A, sia-IAgCoslAg 

- 1 + 2cos|-A, cosiAgSinl^Ag 



Xs 

-1 

1 — i 
1 1 





--^-2 
2 



- 1 -f 2siü|A,eos^A2Cos^Ag 

- 1 + 2cos^A, sinlAgCoslAg 

1 + 2eos|^A, coslAjSinl^Ag 

1 H- 2sin|A| cos| Agcosi Ag 

1 4-2cos|^A,siiii|A2Cos|A3 

1 + 2cos|AiCos|A2sm|^A3 



+4cos|A, cosf A„cos|A, 





-1 

1 



tan^A, 
tanlAj 
taa^Ag 



,= 0. 



Die durch diese Gleichung dargestellte Gerade geht mithia durch den 
Schnittpunkt der beiden Geraden 

-1 

_1 =0. 



und 




1 
1 





— 1 

1 



tanjA, 
tan^^xxo 
tan-|Aj 



= 0. 
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Erstere Gleichung kann auch geschrieben werden 

und stellt die Gerade E2E3 dar. Letztere ist die Gleichung der Geraden, 
welche den Schnittpunkt von A2A3 und EgEg mit dem Punkt 21 verbindet, 
denn der Schnittpunkt dieser Geraden hat die Koordination 


-1 
1 
Es gehen also %%^ A^Ag EgEg durch einen Punkt. 

Der Beweis für die beiden andern Fälle gestaltet sich ähnlich. 

13. Die Geraden 

%A, 
gehen durch den Mittelpunkt (M') des dem Dreiecke BjEgEg 
umgeschriebenen Dreieckes. 

Es liegen nämlich je auf einer Geraden die Punkte 

2li A, M' 

% A2 M' 

% A3 M', 

denn die Determinante der Koordinaten dieser Punkte verschwindet, wie sich 

unmittelbar aus einem Vergleich der Koordinaten (Nr. 4 und 8) ergibt. 

14. Die Geraden 

AK 
-Ö2A2 
-Ö3A3 
gehen durch den Punkt 31. 

Es liegen nämlich je auf einer Geraden 

A, % 33, 

A3 21 233, 
wovon ein Blick auf die Koordinaten dieser Punkte (Nr. 2 und 9) überzeugt. 

15, Die Geraden 

M% M% E,2l, A,»i, 

M.% W^, E22I2 A,^,, 

M.% M'233 E32I3 A3S3 

bilden je ein vollständiges Vierseit. Alle drei Vierseite 

haben M'2l als gemeinschaftliche innere Diagonale. 

Es liegen nämlich je auf einer Geraden (Nr. 13) 

A, % M' 
etc. , 
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ebenso (Nr. 14) 

A, SS, 31 

etc. , 

ferner 

da ja E,E, sowohl durch M' als auch durch E^ geht, u. s. w. 

Zeichnet man sich ein solches Vierseit heraus (Fig. 3), so sieht man, 
dass sich die inneren Diagonalen desselben — und zwar bei allen drei Vier- 
seiten — im Punkte E^, die eine dieser Diagonalen — M'2l — aber und die 
äussere Diagonale im Punkte H^ schneiden, und zwar auch in allen drei Fällen. 

Es ist nun das Doppelverhältnis 

(M'SlEoHO 
harmonisch, oder es ist 

M^Eq _ M^H^ 
Eo2l ~ 21H' • 
Betreff der in Eede stehenden drei Vierseite ist noch hervorzuheben, 
dass die Punkte Ei auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt M', und die Punkte 
Ai auf einem Kreis, dessen Oentrum der Halbierungspunkt von WEq ist, 
hegen. Die OoUineationsaxen der Vierseite schneiden sich nicht in einem 
Punkt. 

III. 

16. Bezeichnet man die Punkte, in welchen si-ch die Ge- 
raden E^Ci E3C2 EgCg, u. s. w. schneiden, mit F^ Fg ^3 ^ ^^ gehen 
durch einen Punkt 

F,S, 

F3333; 
dieser Punkt ist 21. 

Aus den Gleichungen für E^Ci EgGjj E^Gg u. s. w. ergeben sich die 
Koordinaten für F^ Pg F3 in der Form 

4cos-|-Ai cos^Ag cos-^Ag 
4sin|-A2 sin|- A2 cos^-Ag 
4sin|Ai cos^-Ag sin^Ag , 

4sin|-Ai sinlAa cos^-Ag 
4cos|Ai cos-J-A^cosl-Ag 
4cos|A, sin^AaSin^Ag, 

4sin|-Ai cos^Aa sin^Aa 
4cos-^Ai sinl Aj sin| A3 
4cos| Aj cos^-Ag cos-jAg . 

Für die E hat man bezüghch 

16s 

-^r^sin-jAiCoslAaCosiAa (1 — siniAiCosl-A.coslAg), 
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16s 

-^^ cos|-Ai sinl-A^ cosiAg (1 — cos|-A, sin-J-A, cos|A, ), 

lös 
~T-^ eosf Ai cosl^A^ sin^Ag (1 — cos^A^ cos^ A, sin^^Ag ). 

Es liegen nun je auf einer Geraden die Punkte 

F, 2ias, F, 21 ©2 F3 21333, 
denn subtrahirt man in der Determinante der Koordinaten jene für 21 von den 
Koordinaten für 33^, so reduzirt sich dieselbe, mit Weglassung des heraus- 
gehobenen Faktors, auf 

1 sin|A, cos-l-Ag cos^Ag cos^-A^ eos^Aj, cos^Ag 
cos-I^Ai sin^Ai 

cos^-Ai 

___ I cos|Ai sin-|-Aj 

I cosl^Ai sin-|-Aj 

Es liegen also die Punkte F, 21 23, auf einer Geraden. Aehnlich in den 
beiden andern Fällen. 



sin^-A, 



0. 



17. Es gehen durch einen Punkt die Geraden 

A,F, 

A,F, 

A3F3; 
dieser Punkt ist 21 (Fig. 2). 

Obige Determinante drückt zugleich die Bedingung aus dafür, dass 
A, Fi2l A^F, 21 A3F32I 
auf einer Geraden liegen. 

Es liegen sohin dreimal vier Punkte auf einer Geraden , welche sich in 
21 schneiden, nämlich 

A, ¥, 23i 21 
A^ F, 233 2t 
A3 F3 »3 2t. 



18. Es gehen durch einen Punkt 

E,F, 
E.,F2 
E3F3, 
und zwar ist dies derselbe Punkt, in welchem sich die Ver- 
bindungslinien der Punkte A^ A2 A3 mit den Schnittpunkten 
der Tangenten schneiden, welche in den Eckpunkten des Fun- 
damentaldreieckes an den diesem umgeschriebenen Kreis ge- 
legt werden. 

Die Gleichung des dem Fundamentaldreiecke umgeschriebenen Kreises ist 
x^XgSinAi ^- XgXjSinAg -t-x^x^sinAg == 0. 
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Die Gleichungen der Tangenten in den Eckpunkten des Dreieckes sind 
XjjSinAg + XgSinAj = 
etc. 
Die Verbindungslinien der Schnittpunkte der Tangenten mit den gegen- 
überliegenden Eckpunkten des Dreieckes werden dargestellt durch 

Xg sin A3 — X3 sin A2 == 
etc. 
Für die Koordinaten des Schnittpunktes dieser Geraden hat man 

sinA^ 
sinAjj 
sin A3. 
Dieser Punkt liegt aber auf EiPi (Fig. 4), denn es ist z. B. 



sin^Aj eos^Ai 
sin^-AgCos^Ag 
sin^AgCos^Aa 

sin|A^ cos^Ai 
sin^-AjCoslA^ 
sin^AjCosl-Aä 



— 1 cos-I^Aj cosl^Aj cos^Ag 
1 sin^ Ai sin ^A^ cos^ A3 
1 sin|Aj cos^Ag sin^ A3 

— 1 cos-I^A^ sin| A-i sin| A3 
1 — cos|Ai sin^ Aj sin^^Ag 
1 — cos| Ai sin^^Ag sin^-Ag 



= 0, 



da die letzte Kolonne , mit Ausnahme eines gemeinsamen Paktors , identisch 
mit der zweiten ist. Somit ist der Satz bewiesen. 



19. Die Schwerlinien des Dreieckes E^ E.^ E3 und die von 
Ai Aij A3 durch den Punkt P gezogenen Geraden schneiden sich 
auf den Seiten des Dreieckes A^ Ag A3. 

Die Koordinaten von P siehe Nr. 3. Es ist nun 
AjP^ x^tan^Ag — Xgtan^Ag 
AjP r= Xg tan|A3 — x^ tan^^A^ 
A3P^ x^tanlAj — Xj^tan^Ag. 
Diese Geraden treffen die Seiten des Pundamentaldreieckes bezügUch in 
den Punkten (Fig. 5) 

tanlAg tan| Aj 

tan^Ag tan^Aj 

tanjAg tanl^Aj 

Die von E^ E^ E3 nach diesen Punkten gezogenen Geraden werden be- 
stimmt durch 

Xj (tan^A^ — tan^Ag) + x^ tan^Ag - - X3tan|A3 = 
etc. 
Von diesen Geraden werden die Seiten E^Eg E3E1 E^Ej in den Punkten 
getroffen 

cos^Aj sin (i A3 — i Ai ) — sin (^A^ — i A^ ) 

— sin (i Aj — I A3 ) cosi Aj sin (| A^ — 4 A ^ ) 

sin {^Ajj — IA3) — sin (^Ag — ^Aj) cos^Ag . 



IT 

Diese Punkte sind nun aber die Halbierungspunkte der Seiten E^Eg E3B, 
El Eg, denn sie liegen auf dem Peuerbach'sehen Kreis des Dreieckes EjE^Ej, 
d. i. auf dem dem Dreiecke A^AjAs umgeschriebenen Kreise. 

Die Gleichung dieses Kreises ist nämlich 

Xg Xg sin A, + X, X2 sin A, + x, x^ sin A3 ==0. 

Die obigen Werte genügen aber dieser Gleichung. 



IV. 

20. Es schneiden sich je in einem Punkt die Geraden 



EqEo 


E3E, 


E2E2 


EaS, 


EoSo 


E.S, 


E,T, 


E,T, 


EoTo. 



■ X, sin^^Ag + X3 (cos^-lAi — sin^^Aa ) = 0, 



Man hat z. B. 

E,T, =XjCos2|Ai- 

E3E3 ^ X, (cos^^Ag ~ sin^l^AJ + XgSin^l^Aii +X3Cos^|A3 =0, 

EqSo i^ Xi cos^^Aj +X2 (cos^l-As — cos^^A, ) — XgCos^^Ag =0. 

Und es ist 



cos^iA, 
— sin^lAa + cos ^1 A3 
cos^^Aj 





sin^lAj cos^^Ai — sin^^Ag 



sin^^A^ cos ^1 A3 

cos ^A^ — cos ^|Aj — cos ^|A3 
sin^^Ag cos^|A, 
m — sin^^Ag cos^^Ag =0. 

cos^l^A, COS21A3 

Mithin gehen diese Geraden durch einen Punkt. Ebenso u. s. w. Diese 
Punkte sind in Pig. 6 mit Ni Ng Ng bezeichnet. 

21. N, Ng Ng sind die Mittelpunkte der Kreise, welche be- 
züglich durch Eg Eg Eq, Eg Ei E^, E, Eg Eo gehen. Die Eadien 
dieser drei Kreise sind untereinander und mit dem Eadius 
des dem Dreiecke Ej Eg Eg umschriebenen Kreises gleich 
gross. 

Es ist (Fig. 6) das Dreieck 

EiN3Eg^EiM.%. 
Mithin ist 

E,Ng=EiM', 



Da aber auch 
ist, so folgt 



EgNg = E,M'. 



EiM' = E2M' 
E,N3=E,Ng=:E2M'. 



In gleicher Weise findet man 

EgN.^^N.Eg^EgNg. 



= NgE,=E,N3==N3Eg 
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Es ist aber 


auch 


NjEo^E^N., 


denn es ist 




E,N8±A,A3, 
N,Eo±A,A3, 


also 




E.N3 II N,Eo. 


Ebenso folgt 




B3N, 11 N3E0. 



Es ist also BoNgEgNj ein Parallelogramm, und zwar, da E2N3==E2Ni, 
ein Ehombus. Ebenso sind Ehomben die Figuren N1E3N2E0 und NgE^NgEo, 
ferner noch EgNgE.M', E^NgEgM', EgN^EgM'. Es sind also in der That die 
Eadien der Kreise EoE^Eg, E0E2E3, EoEgE^, EjEgEg gleich gross. E^ ist der 
Mittelpunkt des durch N^ Ng N3 gehenden Kreises. 

22. Der Peuerbach'sehe Kreis des Dreieckes EjEgEg ist zu- 
gleich der Feuerbach'sche des Dreieckes N^NgNo. 

Durch den Peuerbach'schen Kreis des Dreieckes E^EgEg werden die 
Geraden E^Ej , u. s. w. in 50^^ , u. s. w. (Fig. 6) halbiert. EoE^ ist aber, wie 
N2N3 Diagonale des Ehombus EoN2E,N3. Diese halbieren sich gegenseitig, 
also geht der Feuerbach'sche Kreis des Dreieckes EiEgEg durch die Halbier- 
ungspunkte der Seiten NgNg, N3N1, N1N2. 

Auch direkt lässt sich beweisen, dass der Schnittpunkt des Feuerbach'- 
schen Kreises und der Geraden EjAi, u. s. w. auf NgNg u. s. w. liegt. Aus 
den in Nr. 20 angegebenen Gleichungen ergeben sich nämUch für die Koor- 
dinaten der Punkte Ni folgende Werte 

sin^^Aj -— cos^lAg — cos^fAg 
sin^^Aj — cos^lAg + cos^^A^ 
sin^lAj +cos2-|A2— cos^-lAg, u. s. w. 
Oder 

1 +2sin^AiSiniA2sin|^A3 
— l + 2cos^AiCos|A2sin^^A3 
"— ,l + 2cos|-AiSin|-A2Cos|A3, u. s. w. 

Die Koordinaten von N^ Ng N3 enthalten noch den bezüglichen Faktor 
sin^lAj, sin^^A2, sin ^1 A3. Die Nenner in diesen Ausdrücken stimmen mit 
jenem der Koordinaten von M' überein, sie sind nämlich beziehungsweise 

-r-^ sin'^l-A^ . sinAi sinA2sinA3 , 
-^-^ sin^^Ag. sinAi sinA2sinA3, 



sinA. 



^jT sin ^1^ A3 . sin Ai sin Ag sinAg , 



3 



wie sich das z. B. für Ng aus der Entwicklung der Determinante ergibt 
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sinAj sinAg sinA^ 

cos^^Ai sin^iAg eos^^A^ — sin^lAg 

cos^lAj — sin^iA^ siü^^Ag cos^^Ag 

Die Koordinaten von 9)i, , n. s. w. ergeben sich ans der Kreisgleichung 
XgXgSinA, +X3X^sinA2 + XiX2sinA3 = 



sinAo 



und jener für E^A^, u. s. w. 



x„ — Xo = 0. 



Indem man die beiden Gleichungen verbindet , erhält man eine lineare 
Gleichung, welche mit Xg — X3==0 für SD^^ die Werte liefert 

— sinAi 



sin Ag + sin A3 
sin Ao + sin A, 



3 j 



analog für 3)^2 ^^^ ^s- 

Dieser Punkt hegt nun auf N2N3 , denn die Determinante der Koordi- 
naten von Wti N2 N3 reducirt sich bald auf 

2 — 2cos2|^Ai 
cos^lAj — cos'^I^Ag — cos 2 1 A3 

2 — 2cos2|A, 
— 2sin|A, eos^A2Cos|A3 

1 — cos^|-Ai . — 'Sin|-A, 
— ■ sin|-Ai i 



= m 



— sin| Ai 
cos^AgCosl^As 

— sin^Aj 
cosl^AgCoslAg 

m (1 — cos2^4 — sin^^Ai) = 0. 



23. Der Mittelpunkt des dem Dreiecke E^EgEg umge- 
schriebenen Kreises ist der Schnittpunkt der Höhen des 
Dreieckes N1N2N3. 

Folgt aus der symmetrischen Lage der beiden Dreiecke unmittelbar. 

2L Es gehen durch einen Punkt (N) die Geraden 

N,A, 
N2A2 
N3A3. 

Die Gleichungen dieser Geraden sind 
N, Ai = Xg (— l+2cos|-Ai sin^AgCosJAg) — - X3 (— 1 + 2cos|^Ai coslAgSinl^Aa) = 0, 
Ng Ag ^ X3 ( — l+2cos^Ai cos^ Ag sin^ A3) — x, (-^ 1+ 2sin|Ai cos^A2 cos^-Aj ) == 0, 
N3 A3 ^ Xi ( — l+2sin^Ai cos^AgCos^^Aa) — Xg (— l-4"2cos|^AiSin^A2COs|A3) «=-« 0. 

Die Summe der linken Theile dieser Gleichungen gibt identisch Null, 
mithin gehen jene Geraden durch einen Punkt (N). 



25. Der Punkt N liegt mit 21 und H auf einer Geraden. 
Aus den Gleichungen in Nr. 24 ergeben sich für den Schnittpunkt N 
die Werte. 

2* 
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cosAjCosAg — sin^lAiSinA^sinAg 
cosAgCosA, — sin^l^AjSinAgSinAi 
cosAjCosAa — sin^|^A3sinAiSinA2. 
Die Koordinaten von H und 21 sind bezüglich 

cosAgCosAg, etc. 

sinlAjCosl^AjCos-l-Ag, etc. 

Die Determinante der Koordinaten verschwindet, denn subtrahirt man 

von denjenigen für N die Koordinaten für H und hebt den gemeinsamen 

Faktor isinlAiSin^AgSin^Ag heraus, so werden zwei Kolonnen einander gleich; 

mithin ist die Determinante gleich Null. 



V. 

26 Es gehen je durch einen Punkt 
EoEi E3E1 B^Ei 

E3S2 E0S2 E1S2 

Es ist 

EoEi ^ Xi (sin^^Ag — sin^^Ag) — XgSin^^Ag +X3sin^|A3 =^ 0, 
E3 S2 = — X, sin^lAi + X2 (sin^-J-Ag + sin^i A, ) + Xg sin^^^Ag = 0, 
E2T3 = — X, sin^lA, +x, sin^i-A^ + Xg (sin^jA, + sin^i A,) = 0. 
Dass diese Geraden durch einen Punkt gehen, folgt aus dem Verschwinden 

der Determinante 



sin^^Ag + sin 

— sin^|A, 

— sin^l^A, 


^iA3 

sin 


— sin^lAg 
^lAg+sin^^At 
sin^^Ai 


sin^^Ag 

sin^iAg 

sin^^Ai + sin^iAj 


= m 




-^sin^lAg 
sin^l^Ag 


sin^l-A^ 

sin^iAg 




sin^^Ag 


sin^-jAi 


-=0. 



In Fig. 7 sind diese Punkte mit Äi Ä« A3 bezeichnet. 

27. Es liegen je auf einer Geraden die Punkte 

Ni A^ ^, 
JN 2 Ag 0V2 

g -Ng A3 Äg. 

Die Punkte ^1^2 ^3 bestimmen sich durch 

sin^-J-Ai + sin^^Ag + sin ^| A3 
sin^lAj ^-sin^-^Aj — sin ^1 A3 
sin^^Ai — sin^lAg+sin^^Ag, u. s. w. 
Die Koordinaten von Ni siehe Nr. 22. Subtrahirt man, in d»r Deter- 
minante der Koordinaten der betreffenden Punkte, die Werte für N, von denen 
für^j, so erhält die ünterdeterminante von 1 als Glieder der ersten Vertikal- 
reihe Null. Es liegen demnach u. s. w. 
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EgSo 
E3T0 



28. Es schneiden sich je in einem Punkt 

EoEo E3B0 E2R0 
EqSo E, So 
E.To EoTo. 
Die Geraden E^Eo B^S^ EgT^ werden dargestellt durch 
EqEo SS Xj (cos^lAj — cos2|^A3) — X2 cos^^Ag + XgCos^lAj = 
EgSo ^ — x,eos2|A, +X2 (cos^lAa -t-cos^lAJ + XgCoSg^Aa =0 
E3T s — x^cos^iAi +x,GOS%A, +X3 (cos^-i-A, +cos2i-A,) = 0. 
Die Koeffizienten der Unbekannten in diesen Gleichungen haben genau 
dieselbe Porin wie in den Gleichungen in Nr. 26, nur dass hier der cos an 
Stelle von sin tritt, die Determinante ist sohin gleich Null, und die Geraden 
gehen durch einen Punkt (Fig. 8). 

Die Koordinaten dieser Punkte — sie mögen mit 8^ ßg 83 bezeichnet 

werden — sind 

cos^^Ai +cos2|A2 + cos^-I^Ag 

cos %A^ + cos 2| Ag — cos ^1 A3 



Oder 



cos^lAj 



-COS^I^Aa+COS^lAa, U. S. W. 



2 4- 2sin| A, sin^A^ sin|- A3 
2cos^A, cos|^ Ag sin| A3 
2cos|A,sin|-A2Cos|A3, u. s. w. 
Zu diesen Koordinaten von ß^ ßg ßg kommt noch der Paktor cos ^^ A3 
Der denselben gemeinsame Nenner (E) ist 

sinAi sinAg sinAg 

cos^i A2 — cos^^Ag - cos^i^Ag eos^^Ag 

— cos^lA, cos^^Ag + cos^lAi cos^^-Ag 

cos^Ai coslAgCos^As cos^AgSinl-Aj siniA^ cos^-A^sinjA, sini-A^ 
cos^l-Ag cos^^Ag 

-— cos^^Ag cos^^Ai 

4s 
= -r-l-cos^lAgCoslAgCosl^Aa [cos^AiCos^^Aj +sin|AiSin|A2C0s|A2 

^^^^3 H-siniAiSiniAsCosiAäl 



E — 



^^3 
sinAo 



sinÄo 



sinA 



-COS2IA3COSIA2COSIA3 [cos|Ai — cosiAjSin^lAi 4-ete.] 



da 



= -r-f-cos^iAg . cos^AiCos^AgCoslAg (1 +2sin|^AiSin|A2sin|-A3), 
— sin Aj + sin Ag + sin A3 = 4cos| A^ sin| Ag sin^ A3 ist. 



29, Der Mittelpunkt des durch ß^ ß2 83 gehenden Kreises 
ist Eo- 

Es lässt sich zunächst beweisen, dass (Pig. 9) 

ß,ß2.7/E,E2, etc. 
ist. Setzt man der Kürze halber 



n 



sinl^AiSin^AgSin^Ag = a 



cos^^AiCos^AgSin^Ag ■■ 
cos| Ai smlAg cos^ Ag : 
sm|AiCos|A2Cos^A3 = 
so wird die Gleiehung von SiSg 

Xi IH-a 



b 
c 



1 



h 

■■ c 
= d, 



oder 



= 



Xi (bd - c — ac) — X2 (d + ad— bc)+X3 (1 +2a + a'^ — b^) = 0. 

Die Bedingung für den Parallelismus dieser Geraden mit E^Eg , deren 
Gleichung Xj+Xg^O, ist das Verschwinden der Determinante 



sinAo 



sinAq 



l+2a + a2- 




= m 



sinAi 
bd — c — ac bc -— d - 
1 1 

Dies ist aber in der That der Fall. Subtrahirt man die erste Kolonne von der 
zweiten, so reduzirt sich der Ausdruck, auf 

sin Aj — sin A2 sin A3 

(d^c){b + H-a) l+2a + a2--b2 

1 C0SH3 

cosiA3(b + l + a) H-a + a^ — b^ 

= m [1 + 2a + (a — b) (a + b) — cos2|A3 — (a + b) COS21A3], 

indem man nämlich die Glieder in dem entwickelten Ausdruck passend ordnet. 

Es ist nun 

1 +2a == cos^^Ai + cos^l-Ag + cos ^l A3 — 1, 

1 + 2a — cos^lAg == cos^lAi + cos^^A^ — 1, 

(a+ b) (a— b — cos2|A3)=- (a+b) (— sin^^Ag — cos^l-Ag) 

==— (a + b). 

Also wird der Faktor von m 
eos^lAj + cos^lAg — i— sin^AgCos (^A^ — ^Ag) 

= cos^|-Ai 4- cos^lAg — 1 — cos (^A^ + ^Ag) cos (lA^ — ^Ag) 
=== cos^^Aj 4- cos^lAg — cos^^AiCos^^Ag + sin^^AiSin^^Ag — 1 
= cos^^AjSin^^Ag + cos^^A^ + sin^^AiSin^^Ag •— 1 
=- sin^^Ag + cos^^Ag — 1 == 0. 

Es ist also 

SiSaZ/ExE^. 

Ebenso ist 8383 //E2E3 und 8381 //B3E1. 

Allein es ist auch 

N,N,//E,E,. 

Daraus folgt, dass 
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Nun ist 

EoNi=EoN2, 
mithin auch. 

Eoßi = EoSg- 

Ebenso würde man durch Eechnung finden, dass 

E^Si = E0S3 
ist. Der Punkt E^ ist sohin von S^ Sg ^3 gleich weit entfernt, oder E(j ist 
der Mittelpunkt des durch diese Punkte gehenden Kreises. 



30. Die Seiten EgEg EgE^ E^Eg werden beziehungsweise hal- 
biert von 

2183. 

Die Koordinaten der Halbierungspunkte auf den Seiten des Dreieckes 
E1E2E3 bestimmen sich aus der Gleichung des Peuerbach'schen Kreises eben 
dieses Dreieckes und jener der Geraden EgEg EgE^ E^Eg. Die Gleichung des 
Kreises ist, wie schon wiederholt angegeben, 

x^XgSinAj + XgXjSinAa "-t-x^XaSinAg =^ 0, 
die Gleichung von E^Eg 

Xj + Xg === 0. 

Aus beiden folgt 

Xj (sinAj — sinAg) 4- XjSinA^ = 0. 

Diese uüd die Gleichung für E^Eg Uefern als Koordinaten des Halbierungs- 
punktes die "Werte 

sinAj 

— sinAj + sinAg 
sinAj — sinAg. 

Dieser Punkt hegt nun mit den Punkten 21 und S^ auf einer Geraden 
(Fig. 9), denn es ist 

sin|Ai cos| A2 cos| Ag 
cos|- Ai sin| A2 cos| Ag 
eos|Ai C0SIA2 sinl^Ag 

sin|Ai cos^Aa cos|Ag 
==m u cos^iAi 

cos^Ai cosfAj sin^Ag 

sin^AjCos^Ai sin^AiCoslAjCos^Ag 1 — - sin^^Aj 

=m' 1 

sinl Ai sin {^A^ -— i Ag ) cos| A^ cos-| A2 sin^Ag cos| A^ sin (^-Ag — | A, ) 

1 1 

sin (|Aj — iAg) sin (^A^ — ^Ag ) 



sinAj 
— sinAg + sinAg 
sinAg — sinAg 

sinAi 



sinAi — sinAg 



1 + sinlAjSinlAjSinlAg 
cos|Ai cos^Aj sin I Ag 
cos|Ai sin^Ag cos| Ag 

1 + sin^AiSinlAjSinl-Ag 
cos^^Ai 
cos| Aj sin^Aj cos^^Ag 



0. 
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31. Es besteht die Relation 

3lEo:9lM' = Eo8, :8iN, 

-*-^0 2 * 2 2 

Es ist, wenn "^M den doppelten Flächeninhalt des Pundamentaldreieckes 
bezeichnet, und E^ und Eg bezüglich die Nenner in den Koordinatenformeln 
für die Punkte S^ und N^ sind, 

In diesen Ausdrücken haben J^ und J^ , wenn man 

sin^A, sin^AgSin^^Ag = a 
cos JA, cos-^AgSin^A, = b 
cos^^A, sin^AgCos^Ag = c 



setzt, die Werte 












1 


— cosA, 


— cosAj 


1 


2 + 2a 




— cosAj 


1 


— cosAi 


1 


2b 


Z/, 3= 


— eosAj 


— eosAi 


1 


1 


2c 




1 


1 


1 










2 + 2a 


2b 


2c 










1 


— cosA, 


— cosAj 


l 


l+2a 




— cosAj 


1 


— eosAi 


1 


— H-2b 


^,^ 


— cosAj 


— eosAi 


i 


1 


-l + 2c 




1 


1 


1 










l + 2a 


— H-2b 


-l-t-2c 









Addirt man in J^ die vorletzte Vertikal- und Horizontal-Eeihe zur letzten 
Vertikal- und Horizontalreihe, so wird 

Es besteht also das Verhältnis 

EoNi sin'^^Ag .E^ 4cos|AiCosJA2Cos|A3 (l4-2sin^AjSinJA2sin|A3) 

^ _ _ 



cos ^1 A3 .E2 



2sin|A^sin|A2sin|Ä 



sinÄjSinÄ^sinAg 
f-1. 



und 



oder 



1 



E081 EoSi EoSi 2siniÄ,siniA,siniA3, 

E fi 

S%~ = 2sin^ Äj sin^A^ sin| A3 . 
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Es ist aber auch (Nr. 4) 



m 



-, = 2sin-jAjSin|-AjSm|-A3 



Es folgt also, ^ass 






S.N. 



E0S2 



S,N, 



^EA 
^3 -^^ 3 * 



32. Es besteht die Beziehung 



2tA, 
A,ß, 



21A, StA, 



A2X.2 



ilq iLo . 



Es sei, Kürze halber, 



Dann ist 



sin-J-AiCos^AgCosl-Ag = a 
cos^Aj sin^A^^eosl^Ag == b 
cos-lAtCos-J-AgSin-l-Ag = c 
sinlAjSin^AgSinl^Aa = d. 

3tA' = P5^)'h^,(2|eos^iA3)'.^., 

AiS' = (^)'h^(2|cos^iA3)'.J, 



In diesen Formeln bat z/^, den Wert 

1 >— C0SA3 — cosAjj 
— C0SA3 1 •— cosAt 

J^ ^ — cosAj — cosA, 1 

e 


b 
e 




a b 

1 

1 — eosAj 
— cosAj 1 

b e 



a 
b 
c 





— (c2 + 2bccosAi+b2). 



J^, in welchem die Koordinaten von S^ auftreten, hat die Form 

1 — • cosAg — cosAg i + d 1 

1 — cosAj c 

•eosA^ 1 b 

c b 





— C0SA3 

— eosAj 
1 + d 

1 



1 

- COS Aj 
c 



• cosAj 
1 
b 



= — (b2+2bceosA, +0^). 



Es ist also 
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Für das Verhältnis der beiden Strecken SIA^ und A181 hat man demnach 
91 At Ei^ 4eos|-AtCos|-Ageos|^A3 (1 + 2sin|^A^ sin^A^ sin| A3 ) 



AjS, ß 



4cos |Ai coslAg eos^Aj (1 — 2sin|^ Aj sinf A^ sin^Ag ) 

1 + 2sin-|-Ai sin^Ag sin^Ag 



1 — 2sin| Ai sin^Aj sin^^Ag . 
Denselben Wert findet man auch für die beiden andern Verhältnisse, da 
Ej für Sjj und S3 ebenso gut gilt wie für S^, und die Determinanten, wie in 
dem eben durchgeführten Fall, sich gegenseitig tilgen. Unter Beibehaltung 
der abkürzenden Bezeichnungen a, b, c haben diese Determinanten bezüglich 
die Werte 

— (c^+2accosA2 + a^), 

— (a2+2abcosA3+b^). 



VI. 

33. Es gehen durch je einen Punkt die Geraden 
EoEi E3E2 

E3S, 



E,T, 



E0S2 



E2E3 

EjSg 
E0T3. 



Die Gleichungen der Geraden in der ersten Gruppe gestalten sich fol- 
gendermassen 

E^E, ^ Xj (sin^-lAg •— sin^l^Aa) — x^sin^lA^ H-^gSin^lAg =0, 
E3S1 ^ XiCos^|-Ai 4-X2(sin^|-A3 — cos^|^A,)+X3sin'^|A3 = 0, 
E^T, = x,cos2|Ai +x<jSin2iA2 +X3 (sin^^A^ — cos2|Ai) = 0. 

Es ist nun 

sin %A^ sin ^| Ag -— cos ^1 A^ 

sin ^^ A3 — cos^l^A, sin ^-1- A3 

— sin^|A2 sin^^Ag 
— cos^iA, 

cos^^A, 

— sin^^Ag sin ^1 A3 
Mithin gehen diese Geraden durch einen Punkt. Dasselbe gilt für die 

beiden anderen Fälle. Es mögen für diese Punkte % 3^^ % (Fig. 10) ge- 
wählt werden. 



cos^-jAi 

cos^^Aj 

sin^l^Ag — sin^^Ag 

sin^iAg 

m 



sm^ 







0. 



34. Es liegen je auf einer Geraden die Punkte 

m, E, N, 

% E, n; 

% E3 N3. 
Die Gleichungen in Nr. 33 ergeben für % % % ^i^ Koordinaten- Werte 
cos^l-Ai — sin^f Aj — sin^^Ag 
cos^^Aj — sin'^IAg + sin^^Aa 
cos^^A^+sin^i^A^ — sin^^Aj, u. s. w. 
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Jene für Ni siehe Nr. 22. Bildet man aber die Determinante der Koor- 
dinaten für die Punkte in der oben angegebenen Eeihenfolge und addirt die 
letzte Kolonne zur ersten, so wird diese identisch mit der zweiten, die Deter- 
minante ist also Null, und die betreffenden Punkte liegen auf einer Geraden. 

Die Geraden SyiiNi schneiden sich im Oentrum des dem Fundamental- 
dreiecke umgeschriebenen Kreises, da durch diesen Punkt die Geraden EiNi 
gehen. (Vergl. Nr. 22.) 

35. Durch E^ gehen die Geraden 

Die Koordinaten für ^i siehe Nr. 2T. Subtrahirt man diese Werte von 
denjenigen, welche zu % gehören, so lässt sieh — in der Determinante — der 
Eaktor cos^^Aj — sin^^A, herausheben, und die Determinante erseheint mit 
zwei identischen Eeihen, ist also gleich Null. Es liegen demnach die Punkte 
Eo^i5Jti auf einer Geraden. 



36. Der Schnittpunkt von 

EoRi und EiEo, 

E0S2 und EgSo, 

E0T3 und E3T0 

fällt beziehungsweise zusammen mit dem Schnittpunkte von 

E2E3 und E3E2, 
E3S1 und E1S3, 
\% und BgTi. 

Es gehen nämlich je durch einen Punkt die Geraden 

EiEo und EoEj 



Denn man hat 

EjEo^XiCcos^lA^ 
EqEj ^ Xj (sin^^A^ 
E^Eg^XiCsin^l-Ag 
E3E, ^x, (cos^iA, 

Und es ist 



E2E3 
E3E2 



E2E3 



E3E2, u. s. w. 



■ cos2|^A3)H-X2Cos2|A2 — XgCOB'-^lAg = 

- sin^l-Ag) — X2 sin^l-Aa + XgSin^lAa = 

- COS 2^ A3) + X2 sin^l-A, + XgCos^l A3 = 

- sin ^1 A3) — XaCos^^Aa — X3sin2|A3 = 0. 



cos^l^Aj — cos^lAg 
sin^lAj — cos ^|- A3 
cos^^Ag — sin^l-Ag 



2 — eos^^Aa 

COS^lAa - 



cos^l^Ag 

sin^lAg 

— cos^lA. 

COS21-A2 
sin^^Ag 
-cos^lAj — sin^lA. 



— cos 21 A3 
cos^iAg 

— sin^-lAg 

eos^^Ag 
COS21A3 

■3 
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cos ^k^ — COS 2f A3 

1 =0. 

COS^I^Aa -r- 1 

Also gehen E^Eo B^Eg E3E2 durch einen Punkt (Fig. 11). 
Allein es ist auch 



2 



— cos^lAg 



sin^l-Ag 
sin^lAg 
cos^^Ag 


— sin 2^ A3 

— cos2|-A3 

— sin2|A3 


— sin^lAg 
sin^^Ag 

— cos^l-Ag 


sin^l-Ag 

cos^-J-Ag 

— sin^lAg 


= 2 






sin^^Ag 
sin^l^Ag - 


~ sin^lAg 
sin^A^ 
- cos 2-1 Ag - 


sin^lAg 

COS^^Ag 

- sin^iAa 


==2 






sin^l-Ag 
-sin^lAg 


— sin^l Ag 

-1 


sin^l-Ag 
1 




== 0. 



Durch jenen Punkt geht sohin auch noch EoEj, oder der Schnittpunkt 
von EqEi und EjEq ist identisch mit dem Schnittpunkt von E2E3 und EgEg. 
Aehnlich gestaltet sich die Eeehnung in den beiden andern Fällen. Zur Be- 
zeichnung dieser Punkte dienen ^1^2 ^3 i^^g- ü)- 

37. Die Punkte ^^ ^2 ^3 liegen auf den Höhen des Punda- 
mental-Dreieckes. 

Die Koordinaten der Punkte ^i, welche aus den Gleichungen in Nr. 36 
abgeleitet werden, haben eine relativ einfache Gestalt. Dieselben sind — ent- 
nommen den Gleichungen für E^Ei und E-^Eq, u. s. w. — beziehungsweise 

1 cos A3 cosAg 

C0SA3 1 cosAj 

cosAg cosAj 1 . 

Diese Werte genügen den Gleichungen der Höhen des Dreieckes A1A2A3, 
welche die Form haben 

X3COSA3 — X2COSA2 = 
u. s. w. 



38. Die Punkte ^i halbieren die Höhen des Fundamental- 
Dreieckes. 

Die Halbierungspunkte der Seiten A2A3 AgA^ A^Ag werden mit 0^ Og O3 
bezeichnet. Es lässt sich nun beweisen, dass 

Ol O2 ^3, u. s. w. 

je auf einer Geraden liegen. Damit ist dann auch der Satz bewiesen. Jenes 
findet aber wirkheh statt, denn da 

sinAg sinAg 

sin A3 sin A3 

sinAg sinAj 
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die Koordinaten von GjGg O3 sind, so hat man z. B. 

cosAg sinAg 

cosAi sinAg 

1 sinAg sinAj 

= sinA3 (sinAiCosAa + cosAiSinAg — sinAg) -- 



VII. 

39. Sind zwei Dreiecke perspektivisch gelegen und zwar 
so, dass das eine dem andern umgeschrieben ist, so gilt fol- 
gender Satz: Zieht man in dem einen der beiden Dreiecke drei 
Gerade durch einen Punkt und verbindet die Punkte, in wel- 
chen diese Geraden die Seiten des Dreieckes treffen, durch 
gerade Linien mit den Eckpunkten des zweiten Dreieckes, so 
gehen auch diese durch einen Punkt. 

Es sei (Fig. 12) das Dreieck A^AgAg dem Dreiecke BjB^Bg umgeschrie- 
ben, und es gehen die Geradeü A^B-^ A2B2 A3B3 durch einen Punkt (Aq), 
oder mit anderen Worten, es bestehe die Beziehung 

A,B3 A,B, 



B3A3 



B1A3 



AsB^^^^ 



B2A1 



Als Fuhdamentaldreieck werde ferner BiBgBg genommen, und die von 
dem Punkte Ai auf die Seiten B^Bs gefällten Senkrechten, das ist die Koor- 
dinaten dieser Punkte, werden mit 



bezeichnet. Aus ähnhchen Dreiecken v in welchen diese Koordinaten als Ka- 
theten auftreten, folgt 



111 

/ 



A^3 

B3A, 
Ml 

= BiA3 
AA 



ft, 



V. 



(1) 



^3 ^1 

In dem Dreiecke B1B2B3 seien ferner drei gerade Linien von den Eck- 
punkten aus gezogen, nämhch 

B,D, B2D2 B3D3. 

Es besteht dann zwischen den so gebildeten Abschnitten der Seiten des 
Dreieckes die Eelation 



wo 



gesetzt worden isi 



B^D, B3D2 B,D3 
B1B3 

BA 
D1B3 



DgBi D3B2 

= 1, u. s, w. 



1 ==lmn. 



m 



oder 



Die Koordinaten von D^ können nun ausgedrückt werden durch 


DiBgSinBg 
BgDiSinBg, 


sinBg 

j^ . sinB2=lsinB2. 

Analog folgt für Dg und Dg 

msinBg sinBg 

nsinBj 

sinBi . 

Für die Gleichungen der Geraden AiDi kommt 

X, — x/ 



A,D, ^ 



oder 



sinBg 
IsinBo 



= 0, 



[X ' X ' 1 

-^IsinBg — ^sinBg +X2lsinB2 — XgSinBg =0, 
Xh Xj j 

rx " X " 1 
AgD^ ^ — XiSinBj -f-Xg -^^ msinBg ^ sinB^ +X3msinB3 =0, 

LX2 Xg J 

x^nsiuBj -— X2sinB2 +X2 -^777nsinBj -jf^, sinB2 == 0. 

lXq Xo J 



A3D3 



Die Determinante der Koeffizienten der Unbekannten in diesen drei 
Gleichungen ist gleich Null, da die Sinus* der Winkel Bi stets mit paarweise 
gleichen und ungleich bezeichneten Faktoren aufscheinen. So erhält man z. B. 

X ' X " X '" X ' 
^ • -^ • — TTylmsin^BgSinBg H — ^Imsin^sinBg. 



Nach den Gleichungen (1) ist aber 



1. 



Also erscheint der Ausdruck Imsin^BgSinBg zweimal mit demselben Koeffizienten 
—f, aber entgegengesetzt bezeichnet, ist sohin gleich Null. 



In gleicher Weise fällt 



weg, da 



und 



X '" X ' X " 

~777lmnsihBiSinB2sinB3 ^7 . -^ 

Xft Xj Xg 



^3 



// 



— sinBjSinBgSinBg 



^2 ^3 



-=1 



fj ^3 



a 






B.So 


E^Sj 


E3T0 


E3T1, u. s.w., 


4Eo 


A.E. 


A,So 


A,S, 


A3T0 


A3T,, u. s. w., 
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und endlich auch. 

Imn =?= 1 

ist. ü. s. w. Die Determinante der Koeffizienten verschwindet sohin, woraus 
folgt, dass die Geraden AiDi durch einen Punkt gehen. 

Folgerung. Aus dem soeben bewiesenen Satz, der allgemeine Geltung 
hat, können, da die in vorliegender Arbeit betrachteten Dreiecke A1A2A3 und 
EjEgEg perspektivische Lage haben, folgende Schlüsse gezogen werden: 

a) Es gehen notwendig durch je einen Punkt die Geraden 



da die Geraden 



durch einen Punkt gehen. 

6) Es schneiden sich in einem Punkt (P) 

E,03 

B3O3, 

da die Schwerlinien des Dreieckes A^AgAg durch einen Punkt gehen. 

c) umschreibt man dem Fundamentaldreieck ein mit demselben perspek- 
tivisch gelegenes Dreieck E/E^'Eg', und bezeichnen, wie sonst, E^ Eg E3 die 
Mittelpunkte der den Seiten des ersteren anbeschriebenen Kreise, so schneiden 
sich je in einem Punkt 

Ej Rq Ej Rq 

E3'To Ej'T,, u. s. w. 

40. Sind zwei Dreiecke perspektivisch gelegen, und zwar 
so, dass das eine dem andern umgeschrieben ist, und ist A^ der 
Kollineationspunkt der heiden Dreiecke, so gehen je durch 

einen Punkt 

D,Ao D,A3 D,A, 

D2A3 D.Ao D,4 

D3A, D,4 DsAp. 

Die Koordinaten von Ä^ (Fig. 13) seien 

aj B>2 ag. 
Zwischen diesen und den Koordinaten von A^AgAs besteht die Beziehung 

ag Xg a^ Xj ag x^ 
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Die Gleichung der Geraden kj)^ ist 



oder 



^2 





sinBg 

IsinBj 



0, 



AoD, 



La. 



— — sinBa j — - XjlsinB^ +X3sinB3= 0. 

Für A3D2 und A^Dg hat man 

ri '" X '" 1 

A3 D2 ^ — x^ sinBj + Xg -~jj- msinBg + -^ sinB^ + X3 msinBg == 0, 

px " X '' 1 

AjDg ^ — XjnsinBj +X2sinB2 + X3 HSiUsinBi + -^ sinB^ == 0. 

i-Xg Xg J 

Die Determinante der Koeffizienten dieser Gleichungen verschwindet. So 



erhält man z. B. 



Nun ist 



^ . ^IsinBiSin^Bj«- -^IsinBiSin^Bj. 



?i == 1 • ^ == 1 



Mithin 



B,2 Xj 



i 






und, der Ausdruck IsinBjSin^Bg kommt zweimal mit gleichem aber entgegen- 
gesetzt bezeichnetem Koeffizienten vor, ist also gleich Null. 

In gleicher Weise verschwindet der Ausdruck sinBiSinB2sinB3, da 



^ ■ ^2'" 


•X3" 


■ X,"- 




V" 




X,"- 




— i, 


ist und ebenso 


















h ^"' 


X." 




^."' 


X."_ 


X-" 


X," 


X.' 


1 


^ ' ^"' 




\" 




^iiv 



-^2 -^3 -^3 

ist Es gehen also u. s. w. 

Folgerung. Da der Mittelpunkt des dem Fundamental-Dreiecke ein- 
geschriebenen Kreises (Eq) das KoUineations-Oentrum der Dreiecke A^Ag A3 
und EjEgEa ist, wo Ei die Mittelpunkte der äusseren Berührungskreise sind, 
so gehen je durch einen Punkt 

a) EoOj EgO^ EgOi 

E3O2 EßCg EjOa 
E2C3 EjG, EßCg^; 
es sind das die in Nr. 16 mit Fi bezeichneten Punkte; 



EoEo 
E3S0 



E3E0 

EqSo 



Egßo 

Ei So 



EjTq EoTq, 



es sind dies (Nr. 28) die Punkte Si; 
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c) Eoß. 

EjT,, u. s. w., 
in Nr. 33 mit SRi bezeichnet, da die Geraden 

A.E, A,S. A3T. 
durch einen Punkt gehen. 

VIIl. 

41. Die Eadien der den Dreiecken A,A3Ei AgA^E^ AjA^Eg ein- 
geschriebenen Kreise verhalten sich zu einander wie die 
Senkrechten, welche von dem Mittelpunkte des durch E,E.^ Eg 
gehenden Kreises auf EgEg EgEj E^E^ gefällt werden. 

Die Eadien der den Dreiecken AiAgE^, etc. eingeschriebenen Kreise 
(Fig. 14) seien 

Wenn a b c die Seiten eines Dreieckes und f den Flächeninhalt bezeich- 
net, so ist der Eadius des eingeschriebenen Kreises 

2f 



Demnach ist 
Wegen 

hat man 



fb + c. 
s,h,' 



s,+AgE,+E,A,. 



E.=iA3+iAg=-90^~iA,, 
E,= iAg +iA, ^20' -ik,, 
E3=iA,+i4 = 90<>-iA3 

^^^^ ^'^^^sp: ™^ ^'^^^ -'^Tosii;. 

Ferner hat h^' «— es ist dies identisch mit dem Eadius r^ des Be- 
rührungskreises El — den Wert 

^'^ "" cös^iA <^^siAiCosiA,cosiAg 

8s 
— ' -sin f-l-A^ + ^4) sin(iA3 +iAi) sin {lA^+IAg) 



cos^|A, 

X cos (iA^ 4- iAg ) cös (iAg -f- A, ) <?os(|-Ai +iAJ. 

Setzt man diese Werte in der Formel für q^ ein, so folgt 

Q^ = -^^-^sinCiAg +i^^ +i4)sin(iA, +iA,), 

da 

cosiAi-hcos^Aa + cosiAg == 4eos(iA2+iA8) cosC^Ag +iAi) cosCiA^ +iA2) 

ist. Analog gestalten sich die Ausdrücke für^g '^^^^ ^d^ nämlich 
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2s, 



cos|A, 
Da nun 



sin (iAg + iAg) sin (iAg + ^A^) sin (^A, + i Ag), 



2s 
?3 == -^f^sin(lA2 + iA3)sin(iA3 +iAi)sm(iAi+iA2). 



Sj : Sg : S3 = sinAj : sinAg : sinAg 
ist, so folgt ^ 

?i * ?2 • ?3 =^ sin|A, : sin^Ag : sin^Ag 
= cosEi : cosEg : C0SE3. 

Die Koordinaten des dem Dreiecke EjEaEg umgeschriebenen Kreises, be- 
zogen auf das Dreieck E^EgEg als Fundamentaldreieck, d. i. die von dem 
Oentrum dieses Kreises auf ErEg gefällten Senkrechten sind aber ebenfalls den 
cos Ei proportional. 

42. Sind B^ Bg B3 die Punkte, in denen die den Dreiecken 
AgAgEi, u. s. w. eingeschriebenen Kreise die Seiten des Drei- 
eckes A1A2A3 berühren, so gehen durch einen Punkt die Ge- 
raden 

A,B, 

A2B3 
A3B3. 

Die Mittelpunkte der den Dreiecken AgAgE, , u. s. w. eingeschriebenen 
Kreise (Fig. 14) mögen mit 0^ Og O3 bezeichnet werden. Die Koordinaten 
derselben berechnen sich in folgender Weise. Als Gleichung von A3O1 hat 
man zunächst 

*Xi sin|^(90 — IA3) COS74A3 — sinV^Ag 

X2 sin [i (90 — iAg) -TA^J ~" ~ cös^/^Ag + än^j^A,. 

Es ist aber 

cos3a == cos% — Ssin^acosa, 

sin3a === — sin^a + Ssihacos^a, 
Also ist 

CÖS74A3 + sin^/^Ag^: (COSV4A3 — siny^Ag) (i + 2siniA3) 
und 



X, 1 




oder auch 

A3 Ol = X, (1 + 2siniA,) +X2 = 0. 
Ebenso findet man 

A2O, = Xi ( l + 2siniA2) + X3 = 0. 

Aus beiden Gleichungen ergeben sich für den Punkt 0^ die Werte 

-1 

l + 2siniA3 
H-2siniA2, 
deren Nenner (ß,) die Eorm hat 
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sinAo 



4S3 

sinAo 



. sinlAgSinlAgCcos-l-Aj -(-C0SI-A2 + cosl-Ag) 



smiAgSmiAgCos (-lA^ -f- 1 A3) cos (IA3 + |AJ cos {^A.^ + 1 A^). 



Analog gestaltet sieh die ßechnung für 0^ und O3 . 
A3O2 s Xi +X2 (1 + 2sin| A3) = 0, 
A1O2 =X2 (l + 2siniAi) + X3 =0. 



Es ist 



O3 wird bestimmt durch 



E, = 



I6S3 
sinA, 



1 + 2sin|A3 

l + 2sin^Ai, 
. sin^A3sin|AiCos (^A^ + ^A^) cos (iA3 +i AJ cos (^-A^ + ^Ag). 



Endlich ist 



A1O3 = X2 + X3 (1 + 2siniAi) == 
A2O3 = X, + X3 (1 + 2siniA2) = 0. 
Die Koordinaten von O3 sind 

l + 2sin|A2 
l + 2sin^Ai 
-1 

^ - sin|-Ai sin| Ag .etc. 



Rb^ 



sinAo 



Um die Koordinaten der Berührungspunkte dieser Kreise mit den Seiten 
des Pundamentaldreieckes zu bestimmen, hat man als Gleichung der Senk- 
rechten von Ol auf AgAg 



i + 2siniA3 
l + 2sin|-A2 



1 

■ C0SA3 

■ cosAo 



1 +2sin^A3 
l+2siniA2 





sin ^|- A3 

sin^-J-Ag 



= 



Diese Gleichung gibt, in Verbindung mit jener für A2A3 (x^ ■• 
Koordinatenwerte des Berührungspunktes B^ 


siniAgCl + siniAg) 
■sin|A2). 



= 0), als 



siniA2(l- 



Und es ist 
A,B, 







= 



:2 siniA3(l + sin|-A3) 
:3 siniA2^(l4-sini■A2) 
Oder — und analog in den beiden andern Fällen — 

A^Bi = XgSinl^Ag (1 + sinlAg) — XgSinlAg (1 4- sin^-Ag) = 
A2B2 ^^ X3siniA3 (1 + sin^Ag) — x^sinlAi (1 + sin|Ai) = 
A3B3 ^ x^sin-I^Ai (1 + sin^AJ — XgSin^Ag (1 + sin^Ag) = 0. 
Die Summe der linken Theile dieser drei Gleichungen gibt identisch Null, 

mithin u^ s. w. 

3* 
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43. Die Halbierungslinien der Winkel Ei stehen senkrecht 
auf den Seiten des Dreieckes öiOgOg. 

Die Eechnung gestaltet sich einfacher, wenn E^EgEg als Pundamental- 
dreieck zu Grunde gelegt wird. 

Bezeichnet q den' Eadius des dem Dreieck E^EgEg eingeschriebenen 
Kreises, dessen Oentrum ist (Eig. 14), so ist 



o = OE, sinm, also OK = -.-^ 



und 



Q^ = OiEjSin-l-Ei, also OjEi 



siniEi. 

Da aber zwischen den Eadien der Kreise und 0^ die Beziehung besteht 

§1 = §cosE;^ , 
so folgt 

§cosEi 



^i^^^iiip:. 



und 



00, = OE, - 0,E, = Q^^-f;^ = 2esiniE, 



1-:C0SE, 
"sin|E7 



In gleicher Weise ist 

OO2 -= 2(^siniE2, 00g = 2§siniEg. 

Die von 0^ auf EgE^ gefällte SeQkr echte ist gleich 

q + OOiSin (E3 +-iEi) =- e+ OOiSin (Eg +i\) 
= ^ + 00,cos(iE,-iEg) 
= e + 2^siniEiCös (p^ -^ i^s) 
= Q{i+ cosEg + cosEg). 
Die Koordinaten des Punktes 0^ sind demnach 
1 + cosEg + cosEg 
cosEi 
cosEj^ 
Für O2 und Og folgt durch ähnUche Schlüsse 



cosEc, 



1- 



COSEg 

cosEo 



- cosEg ■+ cosEi 
cosEg 1 + cosE, -f" cosEg, 

Da die Gleichung von OiE, die Porna. hat 

X2 Xg = U, 

so folgt für die vom Punkte Og auf diese Gerade gefällte Senkrechte als 
Gleichung 



cosEg 
1 4- cosEg -H cosEi 

COSEn 



—r cosEg 4-C0SE2 
1 •+• cosEi 

—tCOSEi -rl 



0. 



Soll auf dieser Geraden der Punkt Og hegen, so muss die Deter- 
minante 
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cosEg cosEg — COSE3 -4- cosEg 

cosEg 1 + C0SE3 -f cosEi . 1 + cosEj^ 

l + cosEi+cosEg C0SE2 — cosEi"! 

gleich. Null sein. Dies ist auch der Fall, denn addirt man die erste ixnd 
zweite Kolonne — letztere mit negativem Zeichen — zur dritten, so werden 
die Glieder der dritten Vertikalreihe Null. Es stehen also u. s. w. 



44. Die von 0^ O2 O3 auf EgEg, u. s. w. gefällten Senkrechten 
schneiden sich in einem Punkt. 

Unter Beibehaltung des Dreieckes A^AgAg als Pundamentaldreieck, hat 
die von O^ — die Koordinaten dieses Punktes siehe Nr. 42 — auf EgEg 
(x2+X5==0) gefällte Senkrechte die Gleichung 



X, -1 - 


- C0SA3 — cosAg 




X, 


X2 1 + 2sin|A3 


1 — cosAi 


: : 


Xs 


X3 1 + 2sin|A2 


— cosA^ + 1 




X, 



— 1 cos^Ag — iAg) 
^2 1 + 2sin|^A3 sin|-Ai 
1 4- 2sin|A2 sin|Ai 



0. 



Für die von Og und O3 auf EgE^ und E^Eg gefällten Senkrechten erhält 
man ähnliche Ausdrücke. Entwickelt man dieselben, so nehmen sie folgende 
Form an 

x^sin^A^ (sin| A2 — sin^Ag) H-XgSiniAg [siniA3 + cos (4A2 •— iAg)] 

~ X3 sini A3 [sini A2 + cos (i A2 ~ i A3 )] -= 



Xj sin-I^A^ [sin| A3 + cos (^Ag 
x^sin^Aj [sinl-Ag + cos (|A, 



sin^Ag — sin^Ag 


sin-lAg + cos (lAg — ^Ag) 


~ sin-^-Ag — cos (IA2 — iAg) 


— sin^Ag — cos (I-A3 — I-Ai ) 


sin|A3 — sin^Ai 


sin^A, + cos (-^Ag — ^A, ) 


sin|-A2 + cos (I-Aj — -IA2) 


— sin^A, — cos (JAj — ^A, ) 


sin|-A; — sin^-Ag 



lAJ] + XgSin^Aa (sin^Ag — sin|-AJ 

+ X3 sin|-A3 [siniA, + cos {^A, - \k^ )] = 
- iAg)] - X2 siniA2 [sin^A, + cos (^A, — iAg)] 
+ XgSin^Ag (sin-J-A, — sinl-Agl -= 0. 

Die Determinante der Koeffizienten ist — wenn man den gemeinsamen 
Faktor sin^AiSinlAgSinlAg nicht berücksichtiget — 
^Ag — • sin^Ag sin-lAg + cos (^Ag — \ 

3 — cos (-IA3 - iAi ) sin|A3 — sin^Ai 

2 + cos (iAj - iA2) — sin^A, — cos (JA, — \ 
Addirt man die letzte Vertikalreihe zur , ersten und multiplizirt das so er- 
haltene Eesultat mit — 1, so ward dies identisch mit den Gliedern der zweiten 
Eeihe, der Ausdruck ist sohin gleich Null, oder jene Geraden schneiden sich 
in eineiii' Punkt. Dieser Punkt ist in Figur 15 mit D bezeichnet. 

45. Die Geraden, welche denPunktD mit den Punkten ver- 
binden, in. welchen sich Er Es und OrOs schneiden, sind mit den 
Seiten ArAs des Fun d amen taldreieckes parallel. 

Die Gleichungen in Nr. 44 liefern für die Koordinaten des Schnittpunktes 
(D) die relativ einfachen Werte 

sin-^A, sin^-Ag 
sin^-AgSin-lA, 
sin|Ai sin| A2 , 
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zu welchen Ausdrücken noch der gemeinsame Faktor 

sinAg (cos^Aj -f- cos^Ag +C0S-I-A3) 
tritt. Die Gleichung von O^Og ist 

Xi —1 i + 2sin|A3 

X2 l + 2siniA3 —1 =0. 

Xg l + 2sin|-A2 1 +2sin^Ai 
Diese und die Gleichung für B^^Eg (x^ +X2 = 0) ergeben als Koordinaten- 
werte des Schnittpunktes beider Geraden 

— 1 — sin^-Ag 
1 + sin^Ag 
— sin^-A^ + sin-|-A.2. 
Analog sind die Koordinaten der Schnittpunkte von OgOg undEgEg, O3Q1 
und E3E1. Diese Punkte sind in Fig. 15 mit ©^ ©2 ©3 bezeichnet. 

Die Gerade, welche den Punkt D mit dem Schnittpunkt von O^O^ und 
E^Eg verbindet, ist 

Xi sin Aj + X2 sin A2 — X3 (cos| A^ + cos| A2 ) = 0. 
Diese Gerade ist parallel mit A1A2 (x3 = 0), denn sie lässt sich auch in der 
Form schreiben 

Xi sinA^ + X2 sinAg + X3 sin A3 — X3 (cos^A^ + cos JAg + sin A3 ) = 0. 

46. Die gemeinsamen äusseren Tangenten der Kreise 
0, O2 O3 gehen durch einen Punkt, und zwar ist dies derselbe 
in dem sich die von 0^ O2 O3 auf die Seiten des Dreieckes 
EjEa E3 gefällten Senkrechten schneiden. 

Die äusseren gemeinsamen Tangenten — - von den die Kreise berührenden 
Seiten des Dreieckes EjE^^Eg abgesehen — fallen zusammen mit den in Nr. 45 
behandelten Geraden, welche den Punkt D mit den Schnittpunkten von Ei-Eg 
und OrOs verbinden. Dies lässt sich in folgender Weise zeigen. 

Die Normale von 0^ auf AjAg, das ist die Koordinate Xg dieses Punktes 

hat den Wert (Nr. 42) 

M 

^-.(l + 2siniA2). 

Die Senkrechte von 0^ auf E^E^ ist gleich dem Eadius des Kreises 0,, 
und sohin auch gleich der Normalen (xj von 0^ auf AgAg, oder gleich 

M 

wobei nur der absolute Wert beachtet wird. Das E^ hat den Wert (Nr. 42) 

4s 
El ^ -;— -- sinlAjSin^Ag (cos-|Ai + cos-^A^ + coslAg). 



sinAg 
Die Differenz beider Normalen ist 



d: 



2 ^ smM, = 



M 



-^¥^2 



_2^ 
sinÄ. 



siniAg (eos-JAi + cos-^A, + cos^Ag 
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Soll nun die Verbindungslinie des Punktes D mit dem Schnittpunkte 
Ej,E^ 0,0^ Tangente des Kreises 0^ sein, so muss, da (Fig. 15) 

D@3//AA, 
ist, diese Differenz d gleich der Entfernung eben dieser Geraden von A,A, 
sein, oder gleich der Koordinate Xg des Punktes D. Diese hat den Wert 
(Nr. 45) 

M 

:^-^ sin-J-A'sin-J-A^ . sin A3 (eoslAj + cosfA^ + cosj-jio). 



smA, 



Das E' berechnet sich aus den Gleichungen in Nr. 44. Man hat 
sinA^ sinAg 

sin^A^ (sin-|A, — sin|A3) sin^A., [sin^Aa + cos {^A, — iAg )] 

— sin^Ai [sinl-Ag -t- cos (^-Ag — | A^ )] sin^-Aa (sin^Ag — sin^A^ ) 

sinAg 
— sinl-Ag [sin-J-Ag + cos (^Ag 

sin^Ag [sin-l-Aj + cos {^k^ — iAJ] 



=== ^;r|- ^^H^i siniA,siniA3 



-iÄ3)] 



sinA, 



4s, 



sinA, 



2s, 



sinÄ^ 

2s . 
sinA, 



-sin|-AjSin|A2sin-|Ä3 sinA 





cosJ^A^ 


cos^A, 




. cos-J-AgCosl-A^ 


cos^AgCOS^Ag 


- - sin-|Ä3 — sin| A3 sin|-A^ sin|^ A3 + sin|^ A^ sin^-Äg 




C0S-I-A3 




— cos^AgCosI 


-A3 — cos-J-AyCos^-Aj 




— sin-I^AgSinl 


A3 + sin^^Ag sin JAj 






cos^A^ 


cos-jAg 


sinl^AgCosl-Ag 


cos^-A^, 


cos^Ag 




— 1 — sin^Ä^ 


1 + sin^Ag 




C0SI-A3 






— cos-JAj — cos^-Ag 






sin^Aj — sin^A^ 






-cos-l-Aj^ cos^Ag 


eos|-A^ + cos^-Ag + cos-lAg 


sinAg 


cos^A^^ cos^Aj 







— 1 — 


sin|-A^ l + sin-|Aj 








—-sin-l-AjSinlA^sinl-Ag . sinAg (cos|-A, +cos|^A2 +C0SIA3) 



X (cos^Aj 4- cosl^Aj sin^Ag + cos^-A^ + sin|-A, cos|- A^) 



2s, 



sinA, 



-sinlAjSin-^A^sinlAg . sinAg (cos^Ä^ + cos|-A.^ + cos^Ag 



Der Wert der Koordinate von D auf AjA^ reduziert sich nun auf 

M 



2S3 
sinA, 



. sinJAg (cos^Aj + cos^-A^ + cos^Ag). 



Dies ist aber identisch mit dem oben für d angegebenen Ausdruck. Es 
ist also D®3 ebensoweit vom Centrum des Kreises 0^ eutfernt wie E^E^. Da 
diese aber den Kreis berührt, so ist auch jene Gerade Tangente des Kreises. 
U. s. w. 
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IX. 

47. Die Schnittpunkte der Höhen der Dreiecke A^AgE, 

AgAjEa AjA^Eg bilden die Eckpunkte eines Dreieckes —• §,§2§3 ~ 
welches mit dem Pundamentaldreieck AjA2A3 kongruent ist. 
Die Seiten des einen Dreieckes sind parallel den entsprechen- 
den Seiten des andern. 

Der Punkt §3 (Pig. 16) ist der Schnittpunkt der Senkrechten von A^ 
und Ajj bezügUch auf E^Eg und EgEg. 

Die Gleichung der Normalen von A^ auf E3E1 (x, + Xg = 0) ist 



Oder 



x^ 1 1 — cosAg 
X2 — cosAg — cosAj 
X3 — cosAj + 1 



= 0, 



Xg sin-J-Aj + Xg cos (i-Ag — ^A^ ) = 0. 
Für die von Ag auf EgEg (Xa+Xg^O) gefällte Senkrechte hat man 



XjSin-l-Aj +XgC0S(|A2 



-1^3 



0. 



Diese beiden Geraden schneiden sich im Punkte — §3 — 
sin-l-AgCos (I-Ag — ^k^) 
siniA^cos(iAg-~-|-Aj) 
-— sin^Aj sin^Ag . 

Die Koordinaten von §, und §2 ^i^^ analog 

— sin-|-A2sin-|-A3 sin^AgCos (-J-Ag — JAg) 

sin-J-Ag cos (-J-Ag — ^A, ) — sin^-Ag sin|-A, 

sin-l-AjCOS {^^^ —yK) sin|A^ cos (-l-A, — -JAg). 
Der Nenner in den Koordinaten des Punktes §3 ist 



sinAj 


sinA^ 


sinAg 








sin|Aj 


sin-^Ag 



cos(iA3^iAJ 
cos(|A2— -J-Ag) 




sinA, 


sinAg 


sinAj + sinAg + sinA3 






sin|-A, 


sin^Ag 



2cos|^A3Cos|-Aj 
. 2COS-IA2COSJ-A3 




in-J^AiSir 


l^AgCOSl-Äg 


cos|A^ cos^Ag 

1 

1 


C( 


)s|^Aj cos^A^ 
cos^Aj 
cos^Aj 



sinAo 



sinAo 



. ^ sin^-Aj sin-I^Ag . cos-|Aj cos^Ag cos^Ap . 



Aehnlich für §, und §2- 

Die Gerade, welche die Punkte §2 nnd §3 verbindet, hat zur Gleichung 
X, sin| Ag cos (^ A2 —- i Ag ) sin^ Ag cos (| Ag — i Ag ) 



^2^3 ^ 



X2 — sin^^AgSinlAi 

Xg sin^A^cosiiAi — lAg) 



sin^A, cos (I-A3 — -JA J 
-— sin-|-A^ sin|- A2 



:0. 



41 

In diesem Ausdrucke erscheint x^ mit dem Eoefficienten 
sin^lAi [sin^AgSiniAa -— cos(|^Ai — ^Ag) cos (IA3 — iAj )] 
^sin^lAi [eos(iAi +iA2)cos(|A3+iAi)--cos(iAi — iAglcos — iA^)] 
= — sin^lAi . 2cos|AiSin|Ai (sinlAaCoslAg + cos^AaSinlAg) 
== — sin^l^Aj . 2cos2|A|SiniAi. 

Analog für x^ und Xg. Man findet 
Jp2§3= — XiSinAiSiniAi+XgSinAgCosdAg — |^A3)4-X3sinA3Cos(|A2 — iA3)=0 
^3^)3^ ^ x^sinAiCos {^k^ — iK) "~" XgSinÄgSinlAg ^XaSinAgCOS (^Ag — |Ai)=»0 
^^4 = XjSinAiCos ÜA^ — iA2)+X2sinA2Cos (iA^ — ^A^) - XsSinAgSinl-Ag =0. 

Diese Geraden sind nun bezüglich mit A2A3 AgA^ A^Ag parallel , denn 
es lässt sich z. B. die Gleichung von §2^3 auf die Form bringen 

— Xi sinAj [sin^Ai + cos (| Ag -- ^AJ] 

4- (xjSinAj 4-X2sinA2 + XgSinAg) cos (^Ag — ^A^) = 0. 

Da nun auch (Fig. 16) 

Aa^Z/Ag^j 

ist, insoferne beide Gerade auf E2E3 senkrecht stehen, so muss 

§2^3 ^"^ A2A3 

«ein. Ebenso folgt 

§3§i = A3A1 und §i^j2 = A1A2. 
Es ist mithin das Dreieck 

VI §2 §3 ^^ AjAgAg. 
Die Geraden A^^^ A^^^ Ag^g sind die Diagonalen der Parallelogramme 

■^l^d^l-^d ■^3^2^-6-^2 Ag^i^gAi, 

-SO dass Jede der Geraden AiHi zu zwei Parallelogrammen gehört. Die drei 
Diagonalen schneiden sich in einem Punkt. 

Die Gleichung des dem Dreieck §i§2§3 umgeschriebenen Kreises findet 
man, indem man die Koordinaten -Werte der Punkte §i in die allgemeine 
Kreisgleichung einsetzt. Dabei wird der Ausdruck 

XgXgSinAj + XgXjSinAg + x^XjSinAg, 
bei Substituirung der Werte von H^ für x^ Xg Xg, 
■2sin|AiCos-|^^AiCos(|A3 — lAJcesdA^ — ^A^) — 2sin-^A2COS|-A2Cos(|Ai 

— I^Ag) cos ii A3 + iAj ) — 2siniA3 cos^ A3 cos (IA3 — lA^ ) cos (|A^ + ^A^) 
=== 2sin|-Ai cos^Aj cos| A3 cos % A^ cos| A^ + 2sin %A^ cos-^^A^ cos| A3 cos|^ A^ sin |- Ag 
+ 2sin^|AiCos^|AiSin|A3Cos^A2 + 2sin^|AiCos|AiSin^A3sin|^AiSin^A2 

— 2sin^A2Cos^|^AiCos|A3Cos^|A2 + 2sin|A2Cos|^A2Cos^AiSin4A3sin|^Ai 
^ — 2sin 2| Ag cos|^ Ag sin|^ A^ cos|^ Ag cos|^ A^ + 2sin ^A^ cos| Ag sin ^^^ A^ sin^Ag 

— 2sin^A3 cos ^| A3 cos ^^ A^ cos^A gf-f- 2sin| A3 cos ^^ Ag cos^^A^ sin|Ai sin| Ag 

— 2sin^|A3Cos|-A3sin|^AiCosiAiCos|A2 +2sin^|A3Cos|A3sin2|AiSin|A2 

= cos^lAiCos^AgCoslAj (2sin|AiCos|Ai — 2sin|A2Cos|A2 — 2sin|A3Cos|^A3) 
4- sin^lAiSinl^AgSinlAg (2sin|^AiCos|Ai +2sin|^A2eos^A2 + 2sin|A3Cos|A3) 
4- sin| Aj cos| Aj cos|^ Ag sin|- A3 (2sin| A^ cos^Aj + 2sin|^A2 cos^ A2 — 2sin|^ AgCos^ A3) 
+ sinlAiCOslAiSinlAgCOS^Ag (2sin|^AiCos|^Ai — 2sin|^A2eos|^A2 +2sin|^A3Cos| Ag) 
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= — icos^^AjCosl-Ageos^Ag . cos^AiSin^A^sin^Ag 

+ 4sm2|AiSm|^A2sin^A3 . eos^^AiCoslAgCoslAg 

+ 4siii|Aieos|A,cos|A2siii|A3 . sin^AiSinl^AgCoslAg 

-4-4sin^AiCOS^AiSiii^A2Cos|A3 . sinlAiCoslAaSinlAg 
= 4cos^A^cos|A2Cos|A3 . sin^AaSin^Aa { — l + 4sin^|Ai). 
Man erhält schliesslich. 

'iilr^^^^^2^^^*^' "^ si^ siniAaCos (IA3 — |AJ +^^ sin^A^cos (^A, -14) 
== siniAgSin^ A3 (— 1 + 4sin2-^Ai ). 

Analoge Ausdrücke bekommt man, wenn man die Koordinaten- Werte von 
§2 und §3 substituirt. Durch Elimination folgt dann 

2t,, _ siniA,(l-~4sin^iA,) ^^^ 
sinAj 2COSIA2COSIA3 ' 

Die Gleichung des fraghchen Kreises erhält die Form 
[XjSinA^ (1 — 4sin2|At ) + XgSinAg (1 — 4sin^|A2) ^-XgSinAg (1 -— 4sin^|A3)] 
X (Xi sin Aj 4- Xg sin Ag + Xg sin A3 ) 
— 4cos|-A, cos^AgCosl^Ag (XgXgSinA, + XgX^ sinAg +XiX2sinA3) = 0. 
Die Eadikalaxe dieses und des dem Fundamentaldreieck umgeschriebenen 
Kreises ist 

XiSinAi (i — 4sin2|^Ai)+X2sinA2 (1 — 4sin^|A2) 4- XgSinAg (1 — dsin^^^Ag) = 0, 
und ist parallel mit der Geraden 

Xj sin %A.i 4- Xj sin^^ Ag 4- Xg sin ^^ A3 =0. 
Diese Letztere ist die Harmonikale des Schnittpunktes (Q) von A^Ri A^S^ A3T3, 
welche durch die Gleichungen bestimmt sind 

XaSin^^Ag — XgSin^^Ag =0, etc. 

48. Der Schnittpunkt von 

ist identisch mit dem Eadikal-Oentrum der drei äussern Be- 
rüh.rungskreise El Eg E3 des Fundamentaldreieckes. 
Der Schnittpunkt der Geraden Ai^i hat die Koordinaten 

sin^^Ag sin|^ A3 cos (^Ag — | A3 ) 

siniAgSin^A, cos (I-A3 — |-A, ) 

sin^ Aj sin^-Ag cos (lAj — |- Ag ) 
Sie berechnen sich aus 

A-i§i ^^2siniA2Cos(iAt — iA^) - XgSiniAaCosdAs — iA,) = 0, 
A, 4 = X, sin^A, cos (^A^ — iA, ) — Xg sin^ A« cos (^A^ — i A3 ) = 0. 
Zu den obigvn Werten kommt noch der Faktor cos(|^Ai — |^ÄJ. 
Die Gleichungen der Eadikalaxen der Kreise E, E^ E3 findet man aus« 
den Gleichungen der letzteren. Der Kreis E, wird dargestellt durch 
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(^' wir + ^ "^ "^ ^'^^) (^' '^°^' +^'^'^^' +XaSinA,) 

sinA^sinAA "fe^^^^^^i +X3XiSmA, +XjX,smA3) = 0. 

In der Gleichung für den Kreis E^ hat x^ den cos. 

Die Eadikalaxe beider Kreise ist 

/ cosHA, , sinHA, , sinHAoX sinA,sinAjSinA-, 
\ ' smA. ^ smA. ^ smA. / 



sinAj ^ sinAg ^ sinAj / 4cos2|AtSin2|A3sin2^A3 

^_^ / sin^|Ai cos^l^Ag sin^^-AgX sinAiSinAjSinAa 

\^^ sinA, * sinAg ^ sinAg / 4sin2|Ai cos^^Aa sin^^Ag , 

Entwickelt man, so erhält x^ den Koeffizienten 

cosHA, . o, A 9, . sin HA, „, . . «, . 
— T-~-^. sm^l-AiCos^-JAg r^-^cos^lAiSm^^Ag 

sin^l^A^cos^^Ai 



sinAj 
sin2-|-A,cos^|Ai 



(cos^|-A, cos^^Ag — sin^^Aj sin^^Ag ) 



. . (cosl^Aj cos-^-A, — sin|-Ä, sin^Ag ) (cos|-A, eos^Äg + sin^Äj sin^Aj , 

smjx^ 



sin^lAiCos^A. .- , ,, . , , . 
- ^ ' ^^-smiÄgCosliÄt— ^A,), 



sinA, 
Für x^ und X3 gestaltet sich die Eechnung ähnlich. 

Man erhält scUiesslich für die Eadikalaxe der Kreise E^ und Eg 
XjSinA^ cos (|-Ai — I-A2) — XgSinAgCos (|At ~- IA2 ) + X3 sin^^Ag sin (I A, --^Aj) ==== 0) 
für jene der Kreise E2 und E3, E3 und E^ bezüghch 

Xt sin^^At sin (^A^ — i A3 ) + X2 sinA^ cos (^A^ — ^-Ag ) — Xg sinAg cos {^k^ -— ^-Äg ) = 0, 
— X, sinA, cos (iAg — I^AJ-fXjSin^l^A^sin {^Ag — -|At )4-X3sinA3Cos(-|A3 — . 1 Aj) = 0. 
Setzt man die Koordinatenwerte des Schnittpunktes von Ai §i z. B. in 
die erste dieser Gleichungen ein, so kann der Paktor 

sin|^AjSin|A2sin|A3C0s(^A, — ^-Ag) 
unmittelbar herausgehoben werden, und es bleibt noch 

cosiA^cos^Ag — IA3) — cosl-A^cosd-Ag — lAJ + siniAgSind-Aj — iAJ. 
Dieser Ausdruck ist nun gleich Null, was sich leicht ergibt, wenn man 
cos (^Aj — IA3), u. s. w. entwickelt. 

Es liegt also jener Schnittpunkt auf den drei Eadikalaxen der äusseren 
Berührungskreise und ist sohin identisch mit dem Eadikal-Oentrum , da sich 
die Axen eben im Eadikal-Oentrum schneiden. 

Die Eadikalaxen sind in Fig. 16 mit p, p, Pg , das Centrum mit Po 
bezeichnet. 

49. Das Eadikal-Oentrum halbiert die Strecken Ai §i. 
Folgt unmittelbar aus Nr. 47. 
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50. Die Eadikalaxen der Kreise Ei gehen durch die Hai- 
bierungspunkte der Seiten des Dreieckes §i§2§3. 

Die Eadikalaxen treffen die Seiten des Pundamentaldreieckes in den 
Halbierungspunkten. Nun stehen aber einerseits Äg^^ Ä^^g und die EadikaU 
aie von E^ und E3 senkrecht auf EjE3, andererseits ist 

mithin trifft di^ Eadikalaxe die Seite §,§3 im Halbierungspunkt, u. s. w. 

51. Der Mittelpunkt des dem Dreieck EjEgEg umgeschrie- 
benen Kreises (M') ist der Schnittpunkt der Höhen des Drei- 
eckes §i§j§3. 

Die Gleichung der von ^^ auf §3§i, oder auch, da §3§, //AjÄ^ ist, auf 
A,Aj gefällten Senkrechten ist 

Xi sinl^Aj cos {| A^ — ^A^ ) ~~ cos A3 
Xg — sin|^^A3sin^Ä, 1 =0. 

X3 sinl^Aj cos (^Ä, — JAj) — cosAj 
Dieser Gleichung genügen die Koordinaten des Mittelpunktes M' des dem 
Dreieck umgeschriebenen Kreises (Nr. 4) 

1 — 2sin|Ä,cos^Ä2Cos|A3 

1 — 2cos|Ä, sin-^Äg cosl^Äg 

1 — 2cos|Ä j cos^Ag sin^Äg . 

Uebrigens ist unmittelbar klar, dass der Punkt M' mit dem Schnittpunkte 

der Höhen zusammenfällt, da EiEi E^S^ E3T3 durch M' gehen, diese Geraden 

ber die von E^, u. s. w. auf A2A3, u. s. w. gefällten Senkrechten sind. 

Die Gerade, welche diesen Punkt M' mit dem Punkt H verbindet, in 
dem sich die Höhen des Dreieckes. A,Aj A3 schneiden, geht durch das Eadikal- 
Centrum der Berührungskreise E^ E^ E3 und es ist 

M'Po=PoH. 



52. Der Schnittpunkt der Geraden 

A,E, 

A3S, 

A3T3 

ist das Oentrum des dem Dreieck §,§3^3 eingeschriebenen 

Kreises. 

Die Koordinaten von E^ S.^ E3 sind 
sin^iAg 

sin^^Äg 

sin^lAj sin^|A^ 
Als Gleichungen von Ä^E^, u. s. w. hat man 

AjE, ^x^sin^^Aj — XgSin^lAj^rO 
A2 S2 ^ X3 sin^lAg — Xj sin %k^ = 
A3T3 ^XiSin^lAj — XgSin^^Aa = 0. 



sin^lAg 

sin^l^Aj 
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Daraus ergeben sich die Koordinaten des Schnittpunktes Q (Fig. 16) der 

drei Geraden 

sin ^^Ag sin ^4x^3 

sin^^AgSin^i Ai 
sin^^AjSin^lAg. 
Der Mittelpunkt des dem Dreiecke §i§2'&3 eingeschriebenen Kreises ist 
nun jener Punkt, in welchem sich die von den Eckpunkten dieses Dreieckes 
auf die Seiten EgEg E^E^ \'^2 gefällten Senkrechten schneiden. Denn da 
die Seiten des Dreieckes S^i^2^'d denen des Dreieckes A^AgAg parallel sind, 
die Winkelhalbierungslinien dieses Dreieckes aber auf den Seiten von. E^BgEg 
senkrecht stehen , so müssen auch die von den Eckpunkten des Dreieckes 
§i$2§3 auf Er Es gezogenen Normalen die Winkel §i halbieren, oder ihr 
Schnittpunkt ist zugleich das Oentrum des dem Dreiecke \§i§2§3 eingeschrie- 
benen Kreises. 

Man hat nun z. B. für die von §3 auf E^Eg gefällte Senkrechte 
X, sin^AgCos {^A^ — fAg) 1 — cos A3 

Xg sin-J A^ cos (-|- A3 — ^A^ ) — cos A3 + 1 

X3 — sin| Ai sinl Ag — cos A^ — cos Ag 

sin^AgCOs (iAg — I-A3) sin^Ag 

sin^Ai cos (i-Ag — ^A^ ) sin-JAg — 0. 

— sin-|-Ai sin^Ag — cos (|- A^ ~ ^A. 

In entwickelter Form erhält x^ den Koeffizienten 
sini-Ai [siniAgSin^Ag — cos (^A^ - iAJ cos (^A^ — iA^)] 
= sin^Ai [cos (iAg + ^A^) cos (^A^ + ^A^) — cos (^ A3 — ^A^) cos {^A^ — ^AJ\ 
= sin|- Aj ( — 2cos-|- A3 cos|- A^ sin|-Ai sin| Ag — 2sin|-A3 sin-l-x^^^ cos-J- A^ cos^-Aa ) 
== — 2sin2-|-Ai cos-l-A^ (sin^-AgCos-l-Ag + coslAaSin-J-Ag) 
= — 2sin^|AiCos^-|-A;i,. 

Aehnlich für x^ und X3. Die Gleichung der Senkrechten erhält dann 
die Form 
XiSin^l-AiCos^^Ai ~X2sin^-|A2COs2|-A2H-X3sin2|A3Cos|-A3sin(|-Ai ~|-A2) = 0. 

Setzt man in dieser Gleichung statt Xj die oben angegebenen Werte für 
die Koordinaten des Schnittpunktes von A^E^, u. s. w. ein, so genügen diese 
Werte augenscheinlich der Gleichung, da der Paktor sin^lAjSin^fAoSin^l-Ag 
sich heraushebt, der zweite Faktor ab^r Null gibt. Es liegt also dieser Punkt 
(Q) auf der von §3 auf E^Eg gezogenen Normalen. 

Dasselbe gilt für die beiden andern Normalen. 

Der Punkt Q liegt mit E^ und P^ auf einer Geraden. 



^1 

Xg 
Xo 



53. Es liegen je auf einer Geraden 

§,C,Eo 
&C2E0 

§bC3Eo. 



** 



Denn z. B. 




sinAg 
sinAg 





— sin^AaSinl^Ag 



tK) 



siniA3Cos(iA3— -I 
sm|A2Cos(^Ai— I-A2) 



2sin|^A3Cos|A3 
2sm|-A2Cos|A2 



= 2sin|-A2eos|^A2sin|A3Cos|A3 



— sinlAgSin^Ag 
sin| A3 cosi A3 cos| Aj 
sin^ A2 cos| Ai cosj A2 

1 -— sm^AgSinl^Ag 
1 cos^^Ai 

i cos|A-i 



0. 



54. Die Halbieriingspunkte d der Seiten A^As halbieren 
auch, die Geraden ^iEq. 

Es ist 

O2C3//A2A3, und 0203 = iA2A.^. 



Da aber 






so muss auch 


§2§3 = 


— AgAg, 


sein. Dann ist aber auch 


O2O3 = 


= l§2§3 



Auf den Geraden E^^i hegen auch die Punkte Fi. (Vergl. Nr. 16.) 



X. 

55. Es gehen durch einen Punkt die Verbindungsgeraden 
der Eckpunkte des Pundamentaldreieckes mit den Punkten, 
in welchen der Peuerbach'sclie Kreis des Dreieckes A^AaAg 
die den Seiten des letztern angeschriebenen Kreise berührt. 

Die Gleichung des äussern Berührungskreises E^ ist 



/ cos^lAi ^^ sinHA2 
V ^ sir 



sinAi 



+ ^2 



sinA^ 



sin^jAg 
^ sinAo 



] {XiSinAi+X2sinA2+^3sinA3) 



4cos %Ai sin^l^ Ag sin ^| A3 



{XgXgSinAj +X3XjSinA2 +XjX2sinA3) = 0. 



sinAiSinA2sinA3 
Jene des Feuerbach'schen Kreises 

(x^cosAi +X3COSA2 -J-X3COSA3) {x^sinAj + X2sinA2 H 
— 2 (x2X3sinAi + X3X1 sinA2 

Die Eadikalaxe beider Kreise hat zur Gleichung 
sinAjSinAäSinAg / cos^^-A^ sin^l^Ag 



•XsSinAg) 
+-XiX2sinA3) ■■ 



sm 



cos^lAiSin^^AgSin^lAg V ^ sinA^ 



iA^X 



sinAg 
2{XiCosAi +X2COSA2 +X3eosA3). 



sinAg / 
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Entwickelt man, so kommt x^ mit dem Koeffizienten 
cosAiCos-jAiSin-l-AgSinl-Ag — 2cos^^Aieos|-A2Cos|A3 
= cosl Aj [cos % Aj sin^^ Ag sin|- A3 — sin %A^ sin^ Ag sin|- A3 

— 2cos ^|- Aj cos^Ag eos| A3 ] 
= — cos|-Ai [cos ^1^x4.1 sin|-Ai + sin^A^sinlAg . sin-^AgSin^A^^ . 

H-cos^AiCosl-Ag . cos^-AgCosl-Ai] 
=- — cos| Ai [cos^iii sin| Aj sin (^A^ +i^^) + etc.] 

= — cos-l-Aj [sin^-AiSinlAg . cos^-AgCos-l-Ai + sin^^AgSin-JAi . cos^^A^cos^Ag+etc] 
= — cos-^AiCos (iAg — iAi) cos {-|Ai — l-A^), 

Für die Koeffizienten von Xg nnd X3 folgt 

— sin^AgCos (iAi — ^A^) sin^Ag --iAg) 
sin-l AgSin (I A2 — iAs) cos (-J-Ai — iAg). 

Die Gleichung der Eadikalaxe wird demnach 

XiCos^Aj ^ X2siniA2 XgSinj Ag _ ^ 



sin (-IA2 — i-Ag) COS (I-A3 - iA, ) cos (^A^ — -I-A2) 

Da die beiden Kreise sich berühren, so stellt diese Gleichung auch die 
gemeinsame Tangente derselben dar, und die Koordinaten des Berührungs- 
punktes — gl — (Fig. 17) sind 

-sin^iiAg-iAg) 

cos^(iA3-iA,) 
cos2(iA,-iA2). 

In der That liegt dieser Punkt auf der Centrale M^E, beider Kreise, da 
die Koordinaten von M^^ sind 

cos (A2 ~ A3) =- 1 - 2sin2 (jÄ^ __ 1^^^) 
cos(A3— Ai) = — l+2cos2(|-A3 — iA^) 
cos (Ai — A2) ^— 1 +2cos2(-|-Ai — iA2). 

In gleich(?r Weise findet man als Gleichung für die Eadikalaxe des 
Feuerbach und der Kreise Eg und E3 

_ ^isi^i-^i ■ X2 CosiA2 Xg SinjAg ^ ^ 

cos (iA2 -- fÄgj "^ sin (iAg - ^A, ) "^ cos (iA, — ^A^) 

Xi SinjA, X2siniA2 Xg cosJA3___ ^ ^ 

cos ( J-A2 — i A3) cos (-J-A3 - iAj) sin (|-At — ^A^) 

Daraus erhält man für die Berührungspunkte §2 ^^^^ Ss 
cos^ (iA2 - iAg) cos^ (iA2 — ^A3) 
- sin^ (iA3 - iA, ) cos^ (iAg - iA^) 
cos^ (iA, ^ iA2) - sin2 (iA, - iA2). 

Die Gleichungen für Aigi sind 

^1^1 = X2Cos2(i-Ai — iAg) — Xgcos^d-Ag — -i-Aj) = 
A,%, = X3COS2 aA2 - ^A,) - X, cos^ (iA, ^ \A,) = 
Aggg = X, cos^ (iA3 -- iAJ - X2COS2 aA2 — Ua) = 0. 
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Die Determinante der Koeffizienten gibt unmittelbar 

cos (iAjj — iAs) cos (iAg — iA, ) cos (^A, — iA^) 
— cos (iA^ —-i-Ag) cos (iAg — I^A, ) cos (-^A, — iAJ = 0. 
Mithin gehen die Geraden Aigi durch einen Punkt. 

56. Der Schnittpunkt der Geraden Aigi (%) liegt auf EoM^. 
Der Punkt § wird bestimmt durch 

cos2(i-A2 —lAg) 
cos2(iA3-iA,) 
cos2(lA,-|A,). 
Diese Werte genügen der Gleichung 

' x^ 1 cos(A2 ~ Ag) 
Xg. 1 cos(A3— AJ 
Xg i cos(Ai — AJ 



EoM, 



mithin u. s. w. 



= 0, 



57. Es gehen je durch einen Punkt 

K%o K^s A,g, 

A,g3 A,§o A,g, 

Agg, Aggi AgS^o- 
§0 ist der Punkt (Fig. 18), in dem der innere Berührungskreis (Eq) den 
Feuerbach' sehen berührt. 

Die Gleichung des Kreises Eq ist 



cos^-^Aj j ^ cos^-|Ag ^^ ^ cos^^Äg 



^ sinA^ ^ sinAi. 

4cos2|AjCos2|Ä2cos2|-A 



+ X; 



(Xi sinA^ + x^sinAg + XgSinAg) 



^ sinÄg 
(XjjXgSinÄ, -j-XgXjSinAg 4-XjX2sinÄ3) = 0. 



sinA, sinAaSinAg 
Die Gleichung des Feuerbach ist, wie oben, 

(x^cosA^ +X2COSA2 +X3C0SÄ3)(x,sinAi H-x^sinAg +X3sinA3) 

— 2(x,X3sinÄi -j-XgXiSinA^ +XjX2sinA3) = 0» 
Die Eadikalaxe beider Kreise, das ist die gemeinsehafthche Tangente 
derselben, hat zur Gleichung 



^i- 



cos^-J-A, 



smAj 



+ x,- 



cosHA, 



+ x^ 



cos^Ac 



sinA,sinA„sinA„ 



sinA, ' ^^^ sinAg 
= 2cos^|AjCos^|A2Cos^-|Ä3 (x^cosA^ H-x^cosA, + X3COSA3). 

Der Koefficient von x^ wird 
cos-|-Aj [2cos2-|A, sin-IA^sin-JAg — cosÄiCos^-A^cos-l-Äg] 
= cos|-Aj pcos^^AjSinl^AgSin-lAg — cos^lA^coslA^coslAg -f-sin^-l-A^coslÄgCoslAg] 
= cos|-Ät [— cos^l^Aj (cos^-A^cos^Ag — sin|A2sin|Ä3) + cos^iÄ^sin|-A2sin|A3 + etc.] 
=- cos|-Ai [— cos^|AjSin|A/4-cos|-AiSin|A,3 . cos^-A^ sin^A3 +etc.] 
= cos-|A, [— coslAiSinJ-A^sind-Ag 4-^A3) + etc.] 
= — cosi-A, sin (iA, -^; ^A^) sin (-I-A3 — |A^ ). 
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Die Ausdrücke für die Koeffizienten von x^ und Xg sind analog. Die 
Eadikalaxe des Feuerbach und des Kreises E^ ist dann 

X,COS|-Ai XaCOS^^Ag XgCOSfAg 



sin (iA^ —i^s) sin ÜK—Y^t) sin (|-A, - 
Diese Gerade berührt beide Kreise in dem Punkt 



iK) 



0. 







sinniÄ3-iA.) 






sm^(iA.-iÄ,). 


Demnach, ist z. B. 








Xi 


1 smHik,-iA,) 


Ai5o ^ 


X, 


sin2(iA3-|Ä.) 




X3 


smmh,-ik,) 



Oder 



= 0. 



Aigo ^ ^aSin^ (iAj — |Ä,) — XgSin^ {^k, -^ ^A, ) = 
^2^3 =X3C0s2(^A2 — iA3)+XiSin2(^A, — -JA^) = 
Aggg = Xi sin^ (iAg — iÄ^ ) + X, cos^ (^A^ — ^k, ) = 0. 
Da die Determinante der Koeffizienten verschwindet, so gehen diese drei 
Geraden durch einen Punkt. Ebenso u. s. w. 

Aus den Gleichungen für Aggg und A^^.^ ergeben sich folgende Werte 
für die Koordinaten des Schnittpunktes ^\ 

cos^i^A^— I-A3) 
-sinMiA3-iA,) 
— sin2(|-Aj— -^A^). 

Dieser Punkt liegt auf der Centrale des Berührungskreises E^ und des 
Peuerbach (Fig. 18), denn es ist 

-1 cosi'Ag— A3) cos2(iA2— -I-A3) 
1 eos(A3— Aj -^sin2{|A3— fA,) =0. 
^ 1 cos(Ai— Aj — sin2(|-A,— fAg) 

Ebenso liegt g^' auf E^M, und §3'. auf E3M,. 
58. Es gehen je durch einen Punkt 

g.Sa M^ SiS. 

AjAg AgAj^ AjAg 

ET? T? T? 1? 1? 

Die Koordinaten des Schnittpunktes von AjA, und EjEa (N,') sind 
0, —1, 1. Und es ist 



cos^dÄ^— -JA,) 
-1-1 cos2{iA3-iA,) 

1 1 -sin^^^A. -iA,) 



cosMiÄ, -iA,) cos^(|Ä,-iA3) 
- 1 - sin^ (iA3 - lA, ) cos^ (iÄ3 - iA, ) 

1 cos^iÄ, -iA,) -sin^(iA,-i-A,) 

Bemerkung. Durch dieselben Punkte (Ni') gehen auch die Geraden 
%r%s', wie sich leicht beweisen lässt. Da nun auch (Nr. 12) 3lr3ls durch 

4 



0. 
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den Scilmttpunkt von Ar As und Er Es gehen, so schneiden sich je in einem 
Punkt die Geraden 

A,As, E,E., 2l,9ls, -Srgs, S/'5s'. 

59. Bezeichnet man die Mittelpunkte der den Dreiecken 
ÄjAgEi A3A1E2 AjA^Eg umgeschriebenen Kreise mit SR^ SOi, SWg, 
so liegen die Schnittpunkte von 

m,m, und §,§3 

m,m, §,§, 

auf einer Geraden. Diese Gerade ist die Eadikalaxe des 
Kreises E^ und des Peuerbach. 

Die Punkte SSli (Fig. 19) Hegen auf den Geraden AjEi und zugleich 
auf dem dem Dreiecke A^AgAa umgeschriebenen Kreis, da dieser der Feuer- 
bach'sche des Dreieckes E^EgEa ist. Die Gleichung dieses Kreises ist 
x.XgSinAi +XiX3sinA2+XiX2sinA3 = 0. 

Dieselbe liefert, in Verbindung mit den Gleichungen der Geraden EpEi, 
tür die Koordinaten der Punkte Wli die Werte 

— sinAj, sinAg + sinA^ sinA^ + sinA^ 

sinAg + sinAg — sinA.^ sinA, + sinA^ 

sinÄ, + sinA3 sin Ay + siriA^^ — sinA^ 

Daraus entnimmt man 
Wl,;,Wi^ ^ — XjSinAj +x, (sinAg +sinA,) + X3 (sinAj +sinA2) =0 
W^Wt^ ^^ X, (sinAg + sinA3) — x^^sinA^ +X3 (sinAj ^-sinAj = 
W^W^ ^ Xi (sinAg 4-sinÄ3)~l-X2 (sinAg -|-sinA, ) — XgSinAg -= 0. 

Die Gleichungen für ^2 §3, u. s. w. (Nr. 47) sind 
^2^3 = — XiSinlAjSinAj+XjSinAgCosi^A^— iA3)+X3sinA3Cos(iA2— iA3)==0, 

u. s. w. 

Die Koordinaten des Schnittpunktes von M^Wt^ und ^2§>3 berechnen 

sich in folgender Weise 

aga^' — ag'aj ^ (sin A3 + sinAj ) sin A3 cos (^Ag — ^k^) 

— (sinAj + sinAg) sinAgCOS (IA2 — i^s) 
== — cos (^Ag — IA3) (sinAg — sinAg) (sinA^ + sinAg + sinAa ) ; 

aga/ — ag'aj ^ — sinA, sinl^Äj (sinA, + sinAg) + 2sinÄ, sinAg cos (^Äg — ^Ag) 

==— sin^Aj [— 2cos|At sinAgCos (^Ag — IÄ3) + sinAj (sinA, + sinA^)] 
=— sin^A, [ — 2sin (-^A^ + ^AJ cos (^Ag — IA3) sinAg + etc.] 
= -— sin|A, [ — (sinAg + sinAg) sinAg + sinA, (sinA^ + sinAg)] 
= sin|^Äj (sinAg — sinA,) (sinA, + sinAg 4- sinÄg), 

indem man nämlich innerhalb der Klammern sinA^ sinAg addirt und subtrahirt. 
Durch analoge Eechnung findet man 

ajag' — a, 'ag ^ sin^Aj (sinA, — sinAg) (sinA^ + sinA^ + sinAj). 
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Die Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden 90^2 3JJ3 und .§.§3 können 
sohin geschrieben werden 

— cos (IA2 ~ I-A3) (sinAg — sinAg) 
sin|-Aj (sin A3 -— sinAJ 
sin^Ai (sinAj — sinAg). 
Für die Schnittpunkte von SSJfgSiÄi und §3^1, Wt^^R^ und §,§2 folgt 

sin-^Ag (sinAg — sinA^) sin^^Ag (sinAg -— sinAg) 

— cos (-J-Ag — |Ai ) (sin A3 ~ sinA^) sin^Ag (sin A3 — sinA^ ) 

sin-^Ag (sinAj — sinAg} — cos (^Aj — ^Ag) (sinA^ — sinAg). 

Die Bedingung dafür, dass diese drei Punkte auf einer Geraden hegen, 
ist das Verschwinden der Determinante ihrer Koordinaten. Dieselbe reduziert 
sieh, da der Faktor 

(sinAg ~ siuxig) (sinAg — sinAJ (sinAj — sinA^) 
herausgehoben werden kann, auf 



^cosCiAg-iAg) 
sin-IA^ 
sin|Ai 



sin^Ag 

■cos(iA3— iA,) 

sin^Ag 



sin^Ao 



sin|A3 
-cos(iA, -IA2) 

Indem man beachtet, dass 

sin|Ai=cos(-|-A2+iA3), u. s. w., 
lässt sich obige Determinante auf die Form bringen 

• C0S-IA3 cos I-Aj 

cos^Ag eos-J-Ag 



m 



1 sin^-Ag — sinl-Ag 



== m [cos^^AgSin^Ag + coslAgSinlx^gCos^A^ ~ cos^AgCos^Ai) 
== m [cos^^Agfsinl^AgCosl-Ag + cosl-AgSinlAg) — cos^AgCos^Aj 
= m [coslAsCos^A^ — cos^AgCoslAj] = 0. 

Es liegen also jene Punkte auf einer Geraden. 

Indem man die Ausdrücke sinAg — sinAg, u. s. w. in die entsprechenden 
Produkte auflöst, ergibt sich als Gleichung der Geraden, auf welcher jene 
Schnittpunkte liegen 



- cos (lAg — IA3) sin (IA2 - iAs) 



sin^AgSindAg- 
sin|A3sin(iAi 



iAg) 



sin^AiSindAg— iAg) 
cosCiAg — ^Al)sin(|A3- 
sin•J-A3sin(|-Al— I^Ag) 



iA,) 



=0. 



In entwickelter Form hat x^ den Koeffizienten 
sin^AgSin (^A^ — ^Ag) sin (^A^ — ^Aj) [sin^Ag + cos (^Ag — | AJ] 
== siniA3sin(iAi — -|A2)sin(iA3 - ^A^ ) [cos (iA3 + iAi) + 003(^^3 - iA^)] 
= 2sin|A3Cos-|-A3 . coslA^sin (^-Ag — ^A^) sin (I^A^ — iAg). 

Und es kommt 

XiCOS^AiSin (^Ag — lA^) sin (|Ai— iAg) +X2CosiA2sin (| Aj — ^Ag) sin üA^ — ^A^ 

+ Xgcosi AgSin (iAg — ^Aj) sin (iAa — I^Ag) ^ 0. 

4 * 



52 



Oder 



Xieos|-A, 



+ 



XäCosiAg 



+ 



XgCOS^-Ag 



iA^) 



0. 



sin (iAg — iAg) ' sin (4A3 — iÄ^ ) sin (JA, — ^1^2 ; 
Dies ist aber (Nr. 57) die Gleichung der Chordale des Peuerbach und 
des dem Fundamentaldreieek A^AgAg eingeschriebenen Kreises. 

Folgerung. Da die beiden Dreiecke ^Ki^JlgSD^s und §i^2§3 ^^ g^" 
legen sind, dass die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Geraden 
liegen, so gehen durch einen Punkt 

^3§3. 



60. Der Punkt, in welchem sich die Geraden SiÄi^i schnei- 
den, liegt auf dem dem Fundamentaldreiecke umgeschriebenen 
Kreis. 

Zur Bestimmung der Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden Wti^i 
(D in Fig. 19) hat man 



m,^,^ 



Xj — sinA, 

Xg sinAg + sinAg 
Xg sinAg + sin A3 



oder 



— sinfAj 

cos^Ag — JA3) 
cos(iA2--iA3) 



— sinl-AgSinl-Ag 
sinJAgCosliAg— JAJ 

sinJAgCosl-l-A, — iAg) 

— sinjAgSin-l-Ag 
siniAgCosdAg — -J-Aj 



0, 



0. 



Der Koefficient von x^ ist 
COS {I-A2 — iAs) [sinJAgCosiAiCOsl-Aa 



sinjAgCosli-Ai —I-Ag) 
— sinJAgCOSl AgCos^Ai + sin^l-AgSinf Aj 



— sin^l^AgSinl^Ai] 
==cos(|-A2 — iA3)siniAi [cosiAiSin(JA2 — JAgj + sin^l-Ag — sin^-^-Ag] 
= cos {^A^ — iAg ) sin jAi [cosj A^ sin ( J Ag — JAg) + cos ^ 1-A3 - cos %A^] 
= cos(-|A3 — iA3)sinJAi [cosJAiSin(|A2 — iA3)+i(cosA3 ■— cosAg)] 
= cos {-lAg — I-A3 ) sinJAi . 2cosiAi sin ( jAg — jAg) 
= sin Ai sin (jAg — iA3 ) cos (jAg — JAg ). 

Für X2 und X3 kommt 

— sin A2 sin J A2 sin (| A3 — ^A^ ) 

— sinAgSinl-AgSin (^ A^ — JAg). 
Und es ist 

SD^^^i ^ -~ Xj sin Aj sin (JA^ — I-A3) cos (i Ag — i A3 ) + Xg sin Ag sinfAg sin ( JA3 

— -1 Ai ) + X3 sin A3 sin| A3 sin (JA, • — J Ag ) = 0.. 
Analog findet man 

^2^2 = XiSinAiSinJAiSin (JAg — iAs) — XgSinAgSin (jAg — i A^) cos {I-A3 

— |Ai) +X3sinA3sin|-A3sin (iA^ — JAg) = 0. 
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Aus beiden Gleichungen ergeben sieb als "Werte der Koordinaten des 
Schnittpunktes (D) 

cosl^AiSinAgSinAgSind^Ag — ^AJ sin (iA^ — ^Ag) 
coslAgSinAgSinAjSin {^A^ — -^Ag) sin (^Ag — JA3) 
cos^AgSinAiSinAgSin (^Ag — ^Ag) sin (^A^ — |Ai), 
zu welchen Ausdrücken noch der Faktor sinAg tritt. 

Diese Werte genügen nun der Gleichung des dem Dreiecke A^A^Ag um- 
geschriebenen Kreises; dieselbe hat die Form 

XgXgSinAi +X3XiSinA2 H-XiXgSinAg = 0. 
Hebt man nämUch den gemeinschaftUchen Faktor heraus, so bleibt noch 
— indem man mit 2 multiplizirt — 

2sinAiSin|-AiSin (^Ag — iA3) H-2sinA2sin|A2sin (| A3 — ^A^) 

-\- 2sin A3 sin^ A3 sin (| Ai — ^ A^) 
= sinAi (sinAg — sinA3) + sinAg (sinAg — sinAJ + sinAg (sinA^ — sinAg) = 0. 
Es liegt also der Punkt D auf dem durch Ai gehenden Kreis. 

61. Der Schnittpunkt der Wli^i (D) liegt mit dem Schwer- 
punkt (S) des Dreieckes A1A2A3 und dem Berührungspunkt (g) 
des Feuerbach und des eingeschriebenen Kreises auf einer 
Geraden. 

Die Koordinaten des Punktes D lassen sich, der Eeihe nach, in folgender 
Form schreiben ~ dazu noch der Faktor 74Cös^AiCos^A2Cos|^A3 .sinAg — 
(sinAg — sinAj) (sinA^ — sinAg) 
(sinAi — - sin Ag) (sinAg — sinAg) 
(sin A2 — sinAg) (sinAg — sinA^ ) ; 
sinAi ( — sinAj + sinAg + sinAg) — sinAg sinAg 
sinAg (sinA^ — sinAg + sinAg) — sinAg sin A^ 
sinA3 (sinAi + sinAg — sinAg) ■— sinA^ sinAg ; 
Ssin^ÄjSinl-ÄgSinlÄg . cos^l^A^ — sinAg sinAg 
8sin|-Ä^sin|AgSin|-A3 . cos^^Ag ~- sinAg sin A^ 
8sin|-AjSin|A2sin|A3 . cos^^Ag — sinAj sinAg. 

Die Punkte S und go werden dargestellt bezüglich durch 
sinAgSinAg, etc. und sin^(|^Ag-— I-A3), etc. 

Bildet man die Determinante der Koordinaten dieser drei Punkte und 
subtrahirt die Koordinaten von S von denjenigen des Punktes D, so lässt sich 
8sin|-A^sin|^AgSin|-A3 herausheben, und es kommt 



cos^l^Aj 
cos^lA' 



¥^2 



coö^lA 



2^3 



1 + cosAj 
l + cosAg 
l + cosAg 



^inAgSinAg 
sinAg sin Aj 
sinA^ sinA2 

sinAg sinAg 
sinAg sinAj 
sinA, sinAc, 



sin2(|-A2-~iA3) 
sin2(^Ag — ^AJ 
sin^d^Aj —iA^) 

1 — cosCAg — A3) 
1 — coslAg — Aj) 
1 — cos(Aj — Ajj) 
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-2 



l-cos(A2+A3) 
1 — cos(A3+Ai) 
l — cos(Ai +Aj) 



sin A2 sin A3 
sinAsSinAj 
sin A| sinAg 



sin A2 sinAj 
sinAgSinAj 
sinA, sin A2 



Also liegen D, S und g^ ^^f ^^^^^ Geraden (Fig. 20). 



= 0. 



62. Zwischen D, S und go besteht die Beziehung: 

DS = 2Sgo. 
Zunächst lässt sich beweisen, dass (Fig. 20) 

A,D//§oO. 

ist, wo Oj den Halbierungspunkt auf A^As bezeichnet. Die Gleichung der 
Geraden A^D wird — die Koordinaten von D siehe Nr. 60 — 



AiD = x^sin^AgSin (^Ag 
Ferner ist 



^AJ — XgSiniAgSin (iA^ — lA^) = 0. 



OiSo = 
==Xi [sinAgSin^dAj 







sinAg 
sinAo 



sin^i-i-Aa— ^Ag) 
sin'liAg — iAJ 
sinMiA,-iA,) 
^Ag) — sinAgSin^dAg — ^ AJ] + X2sinA2sin2 {^A^ — iAg) 

— XgSinAgSin^ (^A^ — i A3) = 0. 

Multiplizirt man den Koeffizienten von x^ mit 2, so wird er 

sin A3 [1 — cos (Aj — A2)] — sinAa [1 — cos (A3 — A^)] 
= sinAg — sinAg — sinAgCosAjCosAg -f-sinAgCOsAgCosAi 
= — (sinAg — sinAg) + cos A^ sin {A^ — A3) 

= — 2siniAiSin (| A^ — ^Ag) +2eosAiSin (^A^ — iA3) cos (^A^ — | A3) 
= 2sin (I-Ag — -IA3) [— sin^Ai + cosA^ cos (-JAg — ^A^)] 
= 4sin ÜAc^ — iAg) [siniAgSin^Ag — sin^lA^cos (^Ag — iA3)]. 

Die Gleichung von G^^q gestaltet sich dann folgendermassen 

CiSo — ^1 [2sin|-A2sin|A3 — 2sin2| A^cos (^Ag — ^Ag)] 4-X2sinA2sin (^A^ — i A3) 

■— XgSinAgSin {^A^ — ^A^) = 0. 

Die Bedingung für den ParalleHsmus der beiden Geraden ist das Ver- 
schwinden der aus den Koeffizienten der Gleichungen der Geraden und sinA^ 
sinAg sinAg gebildeten Determinante. Subtrahirt man in derselben die zweite 
Kolumne von der dritten und hebt den Faktor sinf^Ag — ^A^) heraus, so 
erhält man den Ausdruck 

sinAj sinAg 

sinAg — sinAi 

2sin|^A3sin^A3 — 2sin^|Ai cos (^A^ ~ IA3) sinAg sin (^Ag — ^Ag) 

— sin^ Aj 
sin^Ai 
— eos^ Aj cos (I-A2 — ^Ag) 
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sin|-AiCos|^Äi 

sin^ÄgSinlAg — 2sin2|AiCos (|-A^ — ^A^) 



sin^AiCoslAi 

sin^AiCos|-Aj 

-coslAgCoslAg 

sin^Aj 



-cos^AgCOslAg 



2cos|AiSinjA3 



4cos^ Ai sin^^Ag sin^Ag 
2sm|A2sin (IA3 — ^A^ ) 
2siii-|A2Cos|-A2sin (^Ag — |^A 

sinlAj 
— cos^AiCos {-IA2 — -IA3) 

sinl- Ai X 2sin|-A2 

— cos^AiCos(|A 

sin^Ai 



iAgl 



XSsin^AgCoslAi 



sin (IA3 
cosl-AgSinCiAg — iAg) 
2sin^A3 
— cos^Ag 
— 2cos %A2 sin^ A3 — 2cos|^ A^ sin^ Ag sin| A3 
= 4sm|-A2COs|^AiSm|AiCos-|A2sm|A3 [sm^AiCos|^A2+cos| AiSin^Ag — cos|A3]=o^ 
Da dieser Ausdruck Null gibt, so ist in der That 

A,D//goCx. 
Nun wird AiOj in S so getheilt, dass A^ 8 = 280, ist. Folglich ist auch 

DS = 2Sgo. 

63- Die Gerade, welche den Punkt D mit demOentrum des 
dem Dreieck A^AgAg umgeschriebenen Kreis verbindet, steht 
senkrecht auf der Eadikalaxe des Feuerbach und des Kreises E^. 

Nach Nr. 62 ist (Fig. 20) 

DS = 28§o- 
Es ist aber auch 

MS=2SMi. 
Daraus folgt, dass 

z/DSM-^5oMiS und DM/ZM^go- 
ist. Da aber die Centrale MjE^ auf der Eadikalaxe (po) senkrecht steht, so 
bildet Letztere auch mit DM einen rechten Winkel. 

64. Der Mittelpunkt des dem Dreiecke §i§2§3 eingeschrie- 
benen Kreises liegt auf DM. 

Der Punkt Q hat die Koordinaten (Nr. 52) 

sin^l^AgSin^l^Ag 
sin^lAgSin^^Ai 
sin^lAjSin^l-Aa. 
Und es ist ~~ wenn sin^^AiSin^AgSinfAg mit m bezeichnet wird 
cos Ai sin ^1 Ag sin ^^ A3 8mcos ^-^ A^ — sin Ag sin A3 
sin^^AgSin^l^Ai 
sin^lAjSin^^Ag 
sin^^AgSin^i-Ag 
sin'^|^A3sin^|Ai 
sin^lA^sin^lAg 



C0SA2 
cosAg 

cosAi 
cosAg 
cosAo 



Smcos^^Ag — sinA3sinAi 
Smcos^lAg — sinA^sinAg 
Smcos^l^Aj^ — 4m 
Smcos^l^Ag — 4m 
Smcos^^Ag — 4m 



56 

cosAi sin^l-AgSin^iAg cosAj 
= 4m COSA2 sin^l^AgSin^^Ai cosAg =0, 
cosAg sin^lAiSin^^Ag cos A3 
Folglich, liegen die Punkte D Q M auf einer Geraden (Fig. 20). 

65. Verbindet man den Schnittpunkt (D') der Geraden 21S 
und HQ durch eine Gerade mit D, so ist diese Gerade parallel 

mit go2t- 

31 ist der Punkt, in welchem sich E^Eo EgSo E3T0 schneiden, H der 
Schnittpunkt der Höhen des Fundamentaldreieckes. Es ist nun (Fig. 20) 

MS = iSH und EoS = iSQ, 



mithin 

und 

Da aber auch 

ist, so folgt 



2IE0//HD', 

2tS=iSD'. 

SoS=iSü 

DD'//Fo3l. 



Die Koordinaten von D' 

sinAgSinAg (1 — 2sin|-AiCos|-A2Cos|^A3) 
sinAgSinAj (1 — 2cos|AiSin|A2COS^A3) 
sinA^sinAg (1 — 2cos|AiCQs|A2siniA3) 
ergeben sich aus den Gleichungen 

21S = Xi sin Aj (cos A^ — cos A3 ) + x^ sinA^ (cos A3 — cos A j + Xg sinAg (cos A^ — cos A^ ) = 
HQ^XiCOsAiSin^lAj (cosAj — cosA3)+X2CosA2sin2|-A2 (cosAg — cosA^) 

+ Xg cosAg sin^l-Äg (cosAj — cosA^ ) = 

XI. 

66. Die drei Eadikalaxen der Kreise Eg E3 E^ gehen durch 
die Mittelpunkte der Feuerbach'schen Kreise der Dreiecke 
A2A3E1 AgA^Eg AiA2E3. 

Es sei (Fig. 21) pg die Eadikalaxe der Kreise E^ und Eg. Dann ist 

und, da der Mittelpunkt des dem Dreieck A1A2E3 umgeschriebenen Kreises 
(m^) auf AgEg liegt, auch 

Pg//50^gEg. 

Ferner ist 

Eg@g=2®3 0g. 

Sohin wird die Gerade SWgSg von pg im Punkte ©g so geschnitten, dasa 

a)i3©g-2©36g 

ist. Dann muss aber (S3 eben das Centrum des Feuerbach des Dreieckes 
AjAgEg sein, da nur für diesen Punkt obige Eelation gilt. 
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67. Die Eadik alaxen des Kreises E^ mit den Kreisen Ei be- 
rüliren die Peiierbach'sclien der Dreiecke ArAgEi. 

Die betreffenden gehen durch d und stehen auf pi senkrecht, sohin 
auch auf den Eadien der Peuerbach'schen Kreise. 



68» Die Berührungspunkte (gO der Kreise Ei mit dem 
Peuerbach des Pundamentaldreieckes liegen auf den Peuer- 
bach'schen Kreisen der Dreiecke ArAgEi. 

Der Peuerbach'sche Kreis des Dreieckes A^AgEg geht durch die Pusspunkte 
der Höhen dieses Dreieckes. Die Gleichungen der Höhen auf A2E3 und AjEg sind 



Oder 



1 





1 — cosAj 

— cosAg — cosAj 
— cosAg+i 


= Ound 


X, 
X3 1 

X3 


— C0SA3 — - C0SA2 

1 — cosAg 
~ cosÄg 4- 1 




XgSin-I^Ag +X3C0S (l-A 
Xj sin|-A, -j-XgCos (|A 




= 
= 0. 



0, 



Daraus ergeben sich für die Koordinaten der Fusspunkte dieser beiden 
Geraden auf AgEg und A^Eg die Werte 

cosCiAg— |Ag) sinJA^ 

sin^A, cos^Ag— |Ai) 

— sin|-Aj — sin^^Ag 

Die allgemeine Porm der Kreisgleichung ist 



(^. 



sinA^ 



^^ ^^sSi" "*" ^^Sr)^^^™^^ +x,sinA, +XgSinA3) 



— k(x2X3sinAi H-XgXtSinA^ +XjX2sinA3)=: 0. 
Die Koeffizienten an bestimmen sich durch Einsetzen obiger Werte in 
die Gleichung. Man erhält 



VsinA 



.eo^{ih^—^A^) + 



^22 gj^i^ ^33_ 

sinÄo ^ ' sinA, 



siniAjj 



X (sinAjCos(|A2 — |^A3) + sinAiSinJ-Aj — sinAgSin^^A^) 
+ [— sinAi sin ^| A^ — sin Ajj sin^-A^ cos (lA^ — iK) + sinAg sin| A^ cos (-^Ag — yAg )] = 0. 
Oder 

oder endlich 



■ *^'^ "^ sSi;^^^*^^ ~ sEa"^^^*^^ ) ^ 2sinA2 =2siniAi sin A^ cos A3, 



-^ cos (iAg • 
smAj "^^ 



■iK) + £^^HK 



-sin-|Aj == sin^Aj cosAg 



sinA^ ^ sinAg 
In ähnlicher Weise findet man, indem man die Koordinaten des Puss- 
punktes der zweiten Höhe einsetzt, 
a«« 



^;^siniA2 + -^cosaAg 
smA, ^ '^smA^ ^^ ' 

Durch Elimination des -t~- 
smA, 



■lA.)- 



sinA 



'^^ siniA2 = 



^sinlAgCosÄg. 



aus beiden Gleichungen gelangt man zu 
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^--sin^iÄ3-~--^sin^iA, = 0. (1) 



sinAj ^ ^ sinAg 
Da der fragliche Kreis auch durch den Halbierungspunkt auf A^A^ geht, 
dessen Koordinaten sinA^ sinA^ sind, so hat man noch die Bedingung 



si^^2 + il-^i^^i = si^i^3 • (2) 



sinAj ^ sinAg 
Aus dieser und der Gleichung (1) folgt 

a^i sin^AgSinlA, 

sinÄj sin^Ag 

ä^a sinjAgSinlAg 



sinAg sinl^Aj . 

In weiterer Eechnung findet man 

agg sin-l-AgCOS^I-Ag + 2sin|A^ sin^^AgCosAg 



sinAg sin^-AjSin^Ag. 

Die Gleichung des Kreises erhält sohin die Form 

/ sin^AgSin^-Aj sinlAgSin^Ag sin|A3Cos^-J^A3+2sin|^Ä,sinJ^A2COsA3\ 

\ ^ sin^Ag ^ sin^Ai ^ siniAjSin-I^Ag / 

X (x, sin Aj + X2 sinAg + X3 sin A3 ) 

— (2x2X3sinAi 4-X3X, sinÄg H-XiXgSinAg) = 0. 

Da der Peuerbach'sche Kreis des Pundamentaldreieckes dargestellt wird 

durch 

(XjCosAj +X2COSA2 +X3COSA3) (XiSinAj +X2sinA2 ^-XsSinAg) 

— (XgXgSinAj H-XgXiSinAg +XiX2sinA3) == 0, 

SO hat man als Gleichung der Eadikalaxe dieser beiden Kreise, das ist hier 

der Durchschnittssehne derselben 

sin^AgSin-lA, sin^AgSin^Aa sin^-Ag cos ^1- A3 + 2sin| Aj sin|- A^ cosAg 

^ sin^Ag ^ sin|Ai ^ sin^A^sinlAa 

== Xi cos A, + Xo cos Ao H- x« cos A, ♦ 
Oder 1 1 -T- 2 2-1-3 3 

cos^A. . ,. . ... cosiAg . ,, , , . . 

^j^^ cos^AiCos^A^cos^l^Ag — sin^^AiSinl-AgSin^l^Ag ^ 



sin^AiSin^Aa 
Multiplizirt man ein jedes Glied dieser Gleichung mit — 2sin|^A,sin^A2sin(|-Ai 

— iAg), so kommt 

— Xi sinA, sin^ (^ Ai — I-Ag ) 4-x, sinA, sin^ (^Aj ~ IA2) 

— X3 . 2(cos^AiCos-|-A2Cos2|-A3 — sin^A^ sin-^A^sin^lAg) sin {^A, — I-Ag) = 0. (3) 

Für die "Verbindungslinie der Punkte O3 und gg — die Koordinaten des 
letzteren siehe Nr. 55 — findet m^a nun direkt 

Xi sinAg cos^ (iAg — iA^) 

X2 sin A^ cos 2 (i A3 — iAi ) 

X3 — sin^dAi— iA2) 

Oder 

— XjSinAi sin^ (iAi— ^-Ag) H-X2sinA2sin2(|Ai — i Ag) 

4-X3 [sinAgCos^ (IA3 — iAi) — sinAiCOS^ {^A^ — | A3)] = 0. 



:0. 
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Die Eoeffizienten von Xj und x^ in dieser Gleichung sind nun augen- 
scheinlich identisch mit den Koeffizienten in (3). Aber auch die Koeffizienten 
Yon X3 in beiden Gleichungen sind einander gleich. Man hat nämlich 

2 (cos| AiCoslAgCos^lA^ — sin^AiSin^AgSin^l A3) sin (|Ai — ^A^) 
^= 2 (cos^AiCOSlAgCOS^^Ag— sin^AiSin^^AgSin^lAg) (sin^A, cos^Ag — cos^AiSin^-Ag) 
= 2sin|^AiCos^Aj cos^^AgCos^^Ag +2sin^Ai cos^Aj sin^^AgSin^^^Ag 

— 2sin|A2Cos|A2Cos^|A3Cos^^Ai -— 2sin|A2Cos|^A2sin2^A3sin^|^Ai 
= sinAj (cos^|A2Cos2|A3 + sin2^A2sin'^|^A3) 

— sinAg (cos^l^gCos^^Ai +sin^|A3sin^|A,). 

Die Entwicklung von cos^dAg— |A,) und cos^^-A^ —^Aa) in dem 
Koeffizienten von X3 in der Gleichung der Geraden G^^^ liefert aber denselben 
Wert, da sich die doppelten Produkte tilgen. Die Unbekannte Xg erscheint 
überdies in beiden Gleichungen mit demselben Zeichen. 

Sohin ist die Verbindungsgerade der beiden Punkte O3 und %^ identisch 
mit der Durchschnittssehne der beiden Peuerbach'schen Kreise, oder der Punkt 
§3 liegt auf der Durchschnittssehne der beiden Kreise. Da er aber auch auf 
dem Feuerbach'schen Kreis des Fandamentaldreieckes liegt, so muss er der 
eine Schnittpunkt der beiden Kreise sein — der andere ist O3. 



Johann Döttl. 
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